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几何 凸 函数 是 近 几 年 提出 的 一 个 崭新 的 概念 .本 书 是 对 这 
书 中 先 简单 介绍 了 凸 函 数 的 


几 个 重要 性 质 及 其 应 用 ,然后 从 几何 凸 函数 的 定义 出 发 ,详细 介绍 了 几 
何 凸 函数 和 Schur- 几何 凸 函数 的 各 种 性 质 .并 以 大 量 的 实例 说 明了 几 
何 凸 函 数 这 一 课题 的 研究 价值 ,同时 也 说 明了 几何 凸 函数 是 发 现 和 证 
明 不 等 式 的 一 个 可 与 凸 函数 媲美 的 强 有 力 的 工具 . жж T 5 JL 


何 凸 函数 有 关 的 几 个 未 解决 的 问题 . 


本 书 可 供 数学 研究 人 员 大 学 数学 系 师 生 .中 学 数学 教师 以 及 数学 
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张 小 明 先生 写 了 一 本 有 用 的 书 ,我 很 乐意 为 其 做 序 . 

本 书 将 关于 凸 函数 的 控制 不 等 式 的 理论 和 方法 ,平行 地 
推广 到 几何 凸 函数 上 ,用 一 种 统一 的 模式 推导 一 些 已 知 的 不 
等 式 ,同时 也 能 建立 一 些 新 的 不 等 式 . 凸 函数 与 几何 凸 函数 在 
定义 上 是 平行 的 ,在 应 用 上 各 有 千秋 ,一 个 不 等 式 有 时 用 凸 函 
数 的 性 质 来 证 明 比 较 简单 一 些 ,有 时 则 反之 ;同样 ,在 构建 一 
个 新 的 不 等 式 时 ,用 凸 函数 获得 的 结果 有 时 要 强 些 , 有 时 则 用 
几何 凸 函数 获得 到 的 结果 较 强 . 书 中 还 对 几 个 经 典 不 等 式 做 
出 简 证 或 推广 ,这 些 都 说 明了 几何 凸 函数 的 研究 价值 . 

至 于 凸 函数 与 几何 凸 函数 的 关系 ,用 专业 术语 来 讲 不 叫 
“ 同 构 ”, 应 该 称 为 “ 共 轿 ”. 若 f(x) 是 凸 函 数 则 g(x) = log(f 
(ехр(х))) J&JL fs] a 8 3C , X FÉ HY Ж AH B 3 98 , DIOS log 和 
exp 互 为 反 函数 . 

既然 每 个 几何 凸 函数 一 定 与 某 个 凸 函 数 共 罗 , 是 否 就 没 
有 必要 引进 几何 凸 函数 这 个 概念 了 ? 还 不 能 这 么 说 .有 人 开 
玩笑 说 :你 们 数学 家 的 功夫 都 花 在 证 明 两 个 本 来 相同 的 东西 
是 相等 的 .这 虽然 是 一 句 调 悠 的 话 ,但 数学 家 们 为 了 研究 和 应 
用 的 方便 ,的 确 引进 了 不 少 相互 等 价 的 新 概念 ,并 在 似乎 互相 
平行 的 路 径 上 进行 探索 .而 这 样 的 探索 其 中 不 少 取得 了 有 价 
值 的 成 果 . 自然 规律 包括 数学 规律 都 是 客观 存在 的 ,它们 本 来 
就 在 那里 ,等 待 着 我 们 去 发 现 .原先 难于 发 现 的 某 些 规律 ,如 
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果 引 进 哪怕 是 等 价 的 新 概念 能 使 我 们 的 探索 更 加 便捷 、 更 加 
容易 些 ,我 们 就 没有 理由 不 这 样 做 . 

本 书 作 者 原来 的 研究 方向 是 泛 函 微分 方程 ,在 发 表 多 篇 
论文 后 ,近期 致力 于 不 等 式 的 研究 . 此 书 是 作者 在 不 等 式 研 
究 领域 的 第 一 本 著作 ,我 个 人 认为 也 是 一 本 力作 .作者 的 科研 
条 件 是 艰苦 的 ,其 刻苦 钻研 和 敬业 的 精神 尤其 值得 钦佩 .相信 
本 书 的 问世 将 会 促进 我 国 在 几何 凸 函数 和 不 等 式 领域 中 相关 
的 研究 和 应 用 . 


杨 路 
2003 年 10 月 31 日 
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几何 凸 函数 是 一 个 与 凸 函数 平行 的 概念 . 作为 一 个 研究 
课题 , 它 在 十 几 年 以 前 就 已 经 出 现 并 取得 了 初步 研究 成 果 ,但 
作为 一 个 概念 提出 却 是 1992 年 的 事 ( 在 不 知情 的 情况 下 ， 
1998 年 国内 有 学 者 也 提出 了 这 个 概念 ). 十 几 年 过 去 了 ,有 关 
几何 凸 函数 的 研究 成 果 不 断 涌现 .鉴于 此 ,对 几何 凸 函数 的 研 
究 成 果 进 行 一 次 阶段 性 的 总 结 ,也 就 显得 很 有 必要 , 势 在 必 行 
了 .本 书 即 是 作者 在 这 方面 所 作 的 一 个 初步 尝试 . 

本 书 力求 全 面 反 映 到 目前 为 止 人 们 在 几何 凸 函数 方面 的 
研究 成 果 . 大 量 的 事实 表明 ,几何 凸 函 数 具 有 凸 函 数 同样 的 优 
点 , 即 能 够 把 许多 已 知 的 用 不 同方 法 得 到 的 不 等 式 , 用 一 种 统 
一 的 模式 推导 出 来 ,是 证 明和 推广 已 知 不 等 式 ,发 现 新 的 不 等 
式 的 一 个 强 有 力 的 工具 ; 另 一 方面 ,几何 凸 函数 与 凸 函数 作为 
两 个 证 明和 发 现 不 等 式 的 工具 来 说 ,各 有 所 长 ,不 能 互相 替 
代 . 这 两 个 工具 具有 同样 的 重要 性 ,不 可 偏 废 ,不 能 厚 此 薄 彼 ， 

本 书 的 部 分 内 容 曾 于 2003 年 6 月 至 8 月 在 http://zg- 
bdsyjxz. nease. net 网 站 上 公布 ,在 中 国 不 等 式 研究 小 组 主办 
的 内 部 刊物 (不 等 式 研究 通讯 》 上 发 表 过 . 书 中 凡 从 他 文 收录 
的 研究 成 果 都 会 以 各 种 不 同方 式 予 以 注 明 : 除 经 典 结论 外 , 书 
中 未 注 明 的 定理 、 推 论 或 例题 ,一般 都 是 作者 首次 公开 面世 的 
研究 成 果 . 

几何 凸 函数 是 一 个 全 新 的 研究 课题 ,作者 自 涉 足 这 个 课 
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题 以 来 ,就 一 直 得 到 我 国 著名 数学 家 ,博士 生 导师 .成 都 计算 
机 科学 院 杨 路 研究 员 的 帮助 和 鼓励 . 杨 路 研究 员 常 给 迷茫 中 
的 作者 指明 研究 路 线 .给 予 研究 动力 ,并 在 百 忙 之 中 为 本 书 作 
序 ;北京 联合 大 学 的 恩师 石 焕 南 教授 数 十 次 给 作者 寄 来 有 关 
资料 ,以 满足 作者 的 写作 要 求 (这 是 一 般 人 难以 做 到 的 ) ;在 本 
书 的 写作 过 程 中 ,湖南 理工 学 院 的 萧 振 纲 教授 、 徐 州 师范 大 学 
的 张 输 方 教授 ,以 及 青岛 职业 技术 学 院 的 续 铁 权 教授 都 给 予 
了 作者 多 次 指导 和 不 少 帮助 ,特别 是 萧 振 纲 教授 还 腾 出 宝贵 
的 时 间 审 阅 了 本 书 初稿 ,对 本 书 的 写作 提出 了 许多 建设 性 的 
意见 ,并 作 了 大 量 的 文字 润色 工作 ;作为 几何 凸 函 数 的 提出 者 
之 一 ,浙江 衢州 教育 局 教研 室 的 李世杰 老师 不 仅 给 作者 提供 
了 自己 的 研究 成 果 ,而 且 也 审阅 了 本 书 初稿 ;西藏 自治 区 党 委 
组 织 部 的 刘 保 乾 先 生 、 重 庆 邮电 学 院 的 杨 定 华 老师 浙江 新 昌 
中 学 的 吴 裕 东 老师 .浙江 电视 大 学 海宁 学 院 的 常 汉 杰 老师 也 
给 予 了 作者 诸多 帮助 . 作者 在 此 向 以 上 这 些 老师 一 并 表示 诚 
WE 

浙江 电视 大 学 海宁 学 院 的 领导 对 作者 的 学 术 研 究 ,一 贯 
了 予以 精神 和 物质 上 的 支持 ,在 此 也 表示 由 衷 的 感谢 . 

由 于 作者 偏 居 一 隅 ,信息 不 灵 , 虽 然 本 书 “ 力 求全 面 ", 但 
也 难免 挂 一 漏 万 ,使 有 些 读者 在 几何 凸 函数 方面 的 重要 研究 
成 果 没 有 在 本 书 中 反映 出 来 , 尚 希 有 关 读 者 鉴 谅 .另外 ,由 于 
作者 才 疏 学 浅 , 书 中 难免 有 这 样 或 那样 的 错误 和 不 足 , 恳 请 读 
者 不 音 指教 (zjzxm79@ sohu. com 314400 浙江 省 海宁 市 文苑 
路 81 号 浙江 电视 大 学 海宁 学 院 ) . 

作者 的 硕士 研究 生 导 师 、 安 徽 大 学 数学 系 郑 祖 麻 教 授 一 
直 牵 挂 着 作者 的 学 习 和 生活 , 遵 以 此 书 献 给 这 位 令 人 尊敬 的 
老人 . 


张 小 明 于 海宁 水 月 训 
2004 年 1 月 16 日 
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第 一 章 ”基础 知识 


本 章 介绍 几 个 经 典 不 等 式 、 一 些 凸 函数 及 其 控制 知识 .其 中 大 多 数 定义 和 
定理 都 能 在 文献 [1] - [5] 中 查 到 出 处 或 证 明 , 较 复杂 的 证 明 不 在 这 里 给 出 . 
先 列 举 本 书 几 个 常用 的 记号 : N 为 自然 数 集 ，N , , 为 正 自然 数 集 ,R 为 
实数 集 ,R ,为 非 负 实数 集 , К, 为 正 实数 集 , R n 维 实 向 量 空间 , R" 为 n 
维 非 负 实 向 量 集 , R" , 为 n 维 正 实 向 量 集 , 设 DD os ,1, ,为 区 间 , 记 
= |1(a,,21,75,a4,)1 a, € Ii=1,2,.,n}, 
L XL x+ x I = (asa a) | a, € l,i 2 1,2,7,nl. 


第 一 节 ” 几 个 经 典 不 等 式 


在 本 节 中 ,将 记述 与 本 书 有 关 的 一 些 经 典 不 等 式 . 
定理 1.1 aslana a) ER, ,其 算术 平均 A(a) 与 几何 平均 


Са) а Ala) E, GG) = aaa, MA 
A(a) 2 G(a), 
等 式 成 立 当 且 仅 当 a = az =…= a, . 
定理 1.1 称 为 算术 - 几何 平均 不 等 式 , 它 显然 与 下 面 的 定理 1.1 是 等 价 
的 .本 书 的 第 中 章 的 第 七 节 中 ,我 们 将 给 出 它 的 一 个 极为 简单 的 证 明 .， 
定理 1.1” 设 ae=(ai,a,…a,)ER':, 则 有 |. 
aî + aî + + ау Z naar a,» [E 
等 式 成 立 当 且 仅 当 a = az = : 
定理 1.2 (Cauchy 不 等 式 ) Ü a,b € Rui -1,2,7 ,n WA 
(Be XD ab ў 


жазм вм: = pem m = “(其 中 当 分 母 为 0, 则 分 子 亦 为 0). 
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EM MR Daf = 0 RI? =0, WAPARE: TE Daf #0 Н De? 
50, BUS XHER EC a,b 都 有 
а? + b! > 2а, 


分 别 令 a= و , سگ‎ i12, n Mr 
Xa! DIE 
@ qoM Sal eo ЫЙЫ овора) 
у“ EU (Уан 
i Ы i91 =1 
求 和 即 得 
72а, 
22—À———, 
Ум 
故 


(Oa > Dad). 
定理 1.3 (Holder RER) MR x, ER. ,i=1,2,… p >1, + 


工 =1, 则 有 
9 
(af + xf + + a) (yf + gf + s + DF 
хуу, + х,у; + ` + n». 
等 式 成 立 当 目 仅 当 中 = to c tpus 0, 则 分 子 亦 为 0). 


杨 定 华 先生 在 本 书 的 第 四 章 的 第 六 节 将 给 出 一 个 简单 的 证 明 ,Hilder 不 
等 式 的 积分 形式 如 下 : 
定理 1.4 Wb F(z) 和 &(z) 是 定义 在 [a ,5] 上 的 非 负 函 数 ,在 [a b] EFI 


BARM p,q >1, + =1, | 
b i 1 à i 
сао (t ortas > [rz)s(z)az， Q.D 


等 式 成 立 当 且 仅 当 存在 实数 ,使 得 PUn) р (r) g (a) =f (z). 
证 明 对 于 函数 (zx),g'(z) 和 f(z)*g(z) 在 [a,5] 上 的 可 积 性 ,可 由 
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文献 [9] 的 第 四 章 第 二 节 的 例 4 和 例 5 得 到 , 往 证 (1.1) 式 成 立即 可 . 
在 [a,b] 均 取 n + 1 个 分 点 zx,(i),i=0,1,…,n, 使 得 a= z, (0) < =, 
(0€ €x, (n) = b, (=, (i), x, G D] ERROR g (i), i-b2, sn, 


jE A, = тах а, (i+ D= a, G) io 12,7, n | = ZA, RN n> + oR, A, 
一 0, 则 有 


Mg s GG» 


(Pa (G У) 


b 


—( Go» Oe Go», 
由 定理 1.3 知 
(Y) Sz G,G)95 СУ) Eg GG) 


> ZE (Gau), 
令 n— co ,由 定 积分 定义 即 知 
(f (mar) (f coa zGoscoas. 
推论 1.1 设 f(z) 是 定义 在 [a ,6] 上 且 取 值 为 正 的 可 积 函 数 , 则 有 
à "D 
[raz | yaz > 6 = ay. (1.2) 


证 明 函数 7 在 [a,p] 上 的 可 积 性 ,可 参考 文献 [9] 的 第 四 章 第 二 节 


的 例 5 而 得 到 .在 定理 1.4 中 , 令 p=g=2, 用 VF(z) 代 入 f(z), M 


4 f(x) 
КА gCx) ,整理 即 可 得 推论 (1.2) 式 . 
定理 1.5 (Jensen RHR) — 设 $ 是 [a,B] 上 的 凸 函数 ,函数 f fü p fE 
Га,Б)ЕЯЯ a f(x) XB, p(2)20, x € [a ,5]H. I 2p(x) dz 2 1, WA 


осла) x осв az. 


第 二 节 ORSON 


定义 2.1 设 集合 HOER ,如 果 任 取 zx,y€E 有 ,a E10,1], 都 有 az + (1 
-а)уЄн,#% H AAR. 


4 LTG EH 


定理 2.1 设 集合 HS R" 是 闭 的 , 则 H 为 凸 集 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 
意 z,yEH, 都 有 于 EH. 


证 明 必要 性 , 任 取 z,yE 有 ,在 定义 2.1 中 取 a = BIS. 


AME HEE z yE HH ZE HL DER s RE Ry, 
分 别 整理 ,有 


213€ n, 2.0 
zt eH, (2.2) 


在 (2.1) 式 和 (2.2) 式 中 ,以 王子 > 代 ,得 两 个 不 等 式 ,左边 z 的 系数 为 言 和 


SOEUR ,又 得 两 个 不 等 式 ,左边 z 的 系数 为 言 和 蕊 ; 依 此 类 推 ,z 的 系 


3 
P 


жог, ss 1 ,此 时 相应 у 的 系数 可 为 1 xd xdv se 


TR iiai | 


2 二 ;所 对 称 性 ,y ARK, 2. s 


La-Rea-L — l gb n— + % 时 ,以 上 所 有 式 子 左边 z 的 系数 

жето) та, XA HER 是 闭 集 ,由 此 即 知 定理 2.1 威 立 ， - 
凸 集 有 一 个 很 直观 的 特征 :连结 点 集 内 的 任 两 点 的 线段 都 在 这 个 点 集 内 
定义 2.2 设 HSR" Aik, ттн HEM х,уЄН,\ ' 


(1 ) 如 果 $j) #(х) + liom, 则 称 点 在 H E 39 h iñ 
*. EEr 2 

(таж +C >+ #02) +5 LL ШЖ $ EH EMER 
数 . 

显然 如 果 + 是 凸 函数 , 则 - $¢ 是 四 函数 ,因此 往 下 只 需 讨论 凸 函数 即 可 ， 
BUR RFA 8 89 A 28 5 BE ГИНЕ ЖОШ ЖЕЕ. 

932.2 设 НСК" NHR, RN PHARES EM z,y€ H,a € 


[0,1], $ # H E 39 RK Н (X 4 
#(ах + (17 a)y) <Saé(z=) + (1- а)#(у) : 


1 ,相应 z 的 系数 为 1 一 


#—# Hak 5 


mu. 
um m 


$022) > 346) + $46); Q.3) 


HEM z,yE 昌都 成 立 , 在 (2.3) 式 中 ,以 了 > 代 r, ELE у, NY 
有 


$0335) > Lata) + $9), (2.4) 
ВО Уу 3602) + 1605), (2.5) 


这 称 第 一 组 代 换 ;对 于 (2.4) 式 和 (2.5 DUC t z, 得 两 个 不 等 式 ， 
右边 KDR, AAR y, 又 得 两 个 不 等 式 ,右边 #(z ) 的 系数 为 
言 , 车 ,这 称 第 二 组 代 换 ，… , 当 进行 第 #1 组 代 换 时 ,共有 2"…! 个 不 等 式 ,z 
AERE I А, n - 2 组 代 换 中 的 不 等 式 的 右边 $(z) 的 系数 各 除 以 2 
后 ,成 为 了 第 a - 1 组 代 换 中 的 不 等 式 的 右边 HOR, DIEE, a 

ЗЕ ЭК y 时 ,根据 对 称 性 ,右边 #(y) 的 系数 分 别 是 二 ,总 ， 
2-1 


1 3 21-1 
а ег 
жешл... ур n cont ЕВГ ААТА $(z) 的 系数 
集合 在 [0,1] 中 稠密 ,根据 函数 $ 的 连续 性 , 即 知 定理 2.2 成 立 . 

定理 2.3 ， 设 函数 上 在 开 区 间 ISR 上 二 次 可 微 , 则 #$ 在 1 上 为 凸 函数 当 
HU 4'(G)205 EI BURG. 

设 集合 HCR ,函数 $:H 一 R, 记 
CE се $, 
Pa $a с Sn 


255-4 


L(z) = 


LLL 


6 Af 


定理 2.4 设 HCR" HALE, $ EH EUIS $ EH EAR 
KANÄLE H EE ES, 
定理 2.5 设 НСК" AOR, 函数 6H R 连续 , 则 $ 为 H Е 


数 当 且 仅 当 对 任意 zE Ha P0 E812, m CASAS LI EA 


СУда) < A(z). 02.6) 
(2.6) 式 就 是 著名 的 Јепѕеп 不 等 式 . 
定理 2.6 Ub НСК" NOR, 函数 $: H— R 连续 , 则 #$ 为 H E BJ ru ER 
数 当 且 仅 当 对 任意 xz“"EH,i=1,2,…m, 恒 有 
ву) Da”). (2.7) 
& £t 
定理 2.7 定义 在 区 间 [a ,6b] 上 的 连续 函数 f 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 
是 :对 于 [a ,5] 中 任意 r, <r <ar EA 
ži f(x) 
zx; f(z) 1 
zy, f(x) 1 
定理 2.8 若 一 个 凸 函 数 了 在 [a ,b] 上 连续 , 则 
(ТОРЕ (а, b) БАЖ. 
Cli ) 对 于 任意 rE (a,b) EA f (x) f. (x). 


> 0. (2.8) 


B= ” 实 向 量 的 控制 


定义 3.1 设 向 量 == (zt, ,x (ERT, Zs Fa nj RR z 
中 分 量 的 递减 重 排 , 若 对 于 z,y€ R" ,有 
à à 
Dz 2 уи = 2,7, n =1, 
2j = ETE 
则 称 x Ewy, ICN xy. 
АСЫ zy MERANE, 


11 11 1 
gq NG. uS 


Ж-Ж auem 7 


+ 

ы эз юе 
м М 

ш шз ше 
+ 


aj юз 


юе 

+ 

+ 

+ 

v= ej- 
|= 


成 立 , 所 以 xy. 

定理 3.1 KHK zx=(zi,ri,…,zi)ER,y=(yy y, )€ К", 

用 zu ,za ,，…,ztn 表 示 z 中 分 量 的 递增 重 排 , 则 
(хи + yu exu * Xu? Gn + yix, у,) 
Yu t yay" E + Yw). 

定义 3.2 ”对 单位 矩阵 作 一 次 交换 任意 二 行 的 行 变 换 , 所 得 的 矩阵 称 置 
MER. 
100 
0 0 1 | 为 三 阶 置 换 矩 阵 . 
0 1 0 

定义 3.3 集合 HER 称 为 对 称 的 ,如 果 对 于 任意 的 EH 和 任意 的 置 
HERE G ,都 有 GEH. 

@ 2 设 A=i!(zri,ri,zs)|lzi>0,i=1,2,3|, 因 任 取 (a,b,c)EA, 有 
100 | 
0 il- aenea: 
0 


如 


(a,b,c) 


0 
1 
1 
enl 0 
40 0 

0 0 
1 

0 


(a,b,c) |0 


ИДА ЖЕ" 中 的 对 称 集 . 
定义 3.4” 函 数 $ YEXEEKIEH 上 称 为 对 称 的 ,如 果 对 手 任 意 的 wE 有 和 
任意 的 置换 矩阵 G ,都 有 $(zG)=$(z). 


з аад) аанак T EBEN НЕ 


m, Z Xi ү 


8 ATA H 


量 , 函 数值 保持 不 变 , 所 以 f 为 对 称 函数 . 

定理 3.2 RRE HS R" 为 对 称 凸 集 ,函数 $ 在 日 上 为 对 称 凸 函数 , 则 
对 任意 x,yE 日 , 当 z>y 时 , 恒 有 $(z) 二 $(y). 

定理 3.3 设 集合 HOR 为 对 称 凸 集 ,函数 $ 在 万 上 为 对 称 凹 函数 , 则 
对 任意 xz,yE 晶 , 当 zy 时 , 恒 有 $(z) 三 $(y). 

例 4 8 п22, ЩЖ flrs) = itatta Д х= 
Gri zin )€ RS "RUE: 


z + z+ + °° + z Жү + hh 


<) y. 


n n 
EM 对 于 /相对 于 定理 2.4 的 L(xz) 为 
fu fa f. 
Tu f o fa 
Kus da cS 
n(n - 1)z1 0 Pee 0 
t 0 n(n - Dx 0 
0 0 n(n Dat? 
L(z) 显 然 是 为 正定 阵 ,由 定理 2.4 知 f 为 凸 函 数 ,又 显然 有 
ےر‎ КЕ, ы ы, жык бщ, 
根据 定理 3.2 有 
zzarzo) = zi + zi + + ax, 
zit, o mi tz. _ (Zm tr t 6 ana, 
< اع ,عقر‎ (tz m, 
即 


z + z, 十 … $ z ictu ots 


这 个 证 明 干 净利 落 ,正如 [4] 中 所 说 的 ,不 等 式 的 控制 证 明 能 把 许多 已 有 
的 从 不 同方 法 得 来 的 不 等 式 ,用 一 种 统一 的 方法 简 醒 地 推导 出 来 ， CXAR 
已 有 的 不 等 式 ,发 现 新 的 不 等 式 的 一 种 强 有 力 的 工具 . qan 

用 控制 不 等 式 的 理论 和 方法 来 证 明 不 等 式 时 ,有 时 判断 一 个 n 元 函数 是 
n 维 凸 函数 是 比较 困难 的 .为 此 ,我 们 引进 Schur- ARARE. 


FE жней 9 


定义 3.3 KER HCR" ,$:H>R, {EM z,yEH X y BUE #(х) 
二 (三 )$(y) 恒 成 立 , 则 称 $ 为 H 上 的 Schur - £h CI) PRÉC f S- fh (l) 
函数 . 
定理 3.4 Vb $ JÉXEERAE HC R" EHS- ARR, ¢ EH EHX} 
称 函 数 . 
证 明 只 证 # 为 S- 凸 函数 的 情形 , 任 取 > € H,G 为 任 一 ” 阶 置换 矩 
阵 , 由 于 zG€ H,zG>-z> G ATE. 
$(zG) > #(х) > $(xG), 
#(хС) = %#(х), 
所 以 $ 是 日 上 的 对 称 函 数 . 
定理 3.5 若 上 是 对 称 凸 集 刀 上 的 对 称 凸 ( 凹 ) 函 数 , 则 $ EH EHS- 
Py x. 
X3 3.6 ИЖА НСК" 是 有 内 点 的 对 称 凸 集 ,%: H- R 连续 , 且 在 H 
中 的 内 点 都 可 微 , 则 $ 在 及 上 为 S 一 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 $ EH EX} 
EX H WERKA BA 
(zı 7 z:)($, - #,) 2 0. 
定理 3.7 ИЖЕ HS R" 是 有 内 点 的 对 称 凸 集 ,%: H— R 为 连续 , 且 在 
Н 的 内 点 都 可 微 , 则 $ EH EOS S - 凹 函 数 的 充分 必要 条 件 是 $ EH EX} 
НН HERRA Ж 
(zı 7 z:)($, - $) <0. 
定理 3.6 和 3.7 的 作用 是 巨大 的 , 它 可 以 导出 一 大 批 著名 不 等 式 , 读 者 可 
参考 文献 [3] 和 [12] 提 及 的 有 关 文 章 , 这 里 仅 举 一 例 说 明 ,以 下 是 [3] 第 98 页 
的 一 个 著名 结果 . 


EE dat LEN ,y>0 时 
例 6 са ЖАТУ 24920 Ny 
х, 当 z=y 时 ， 
L(z,y) < 523. 
证 明 因为 
д1.(х,х) _ lim Lz + Az,z)- L(z,z) 
az a Ах \ 
ar 
工 十 Az 一 工 -— 
, (z + Az) - Inz E" 1 E 
im Az : ial a + 2) TA 


10 ALES 


DE = 4， 则 两 次 利用 洛 必 塔 法 则 ,有 


ƏL(z,z) _ ,. 1 e 
àr RO +) А) 
E E 
= ہنا‎ A dn +à) jm 1+4 
i- Aln)1+4( — 1 А 
In(1 + 4) + р 


P А 
BÉ IEEE EVEN 


所 以 
Inz -lny+ 立 -1 
LG) - zy 0 
1 
> х= у 
同 理 
lny - Inr + —- 1 
LG). (nz - Iy): «Бн» 20. 
* 1 
2" х= у 
此 时 当 z=y 时 ,有 
aL ƏL 
(e 2)092 - 95) = 0: 
3 z= y 时 有 
2Inz.-2Iny+ 之 -三 
一 2L _ 3L = 5 » х 
(= »X(Gz 3) = (= у) Са =шуу ; 
考虑 函数 
f(x) = 2Inz -2lny + 3 - Ž i > y, 
2£.y:il-2(-* 
f(z)= £ йоу лу x 


BX F(y)=0, 所 以 当 z>y 时 ， 


2inz - 2Iny + > - Z < 0, 
т y 


lim 1 = 1 
i2*l(1*3) 2' 


dise 


#-# £4bk п 


2Inz -2lny + 2 - Z 
zi < 0, 


3L. QE - +. 
Cæ - >) 92 - 25) = (=- у) (nz ay) 


至 此 我 们 证 明了 102,7) S - BG B Gr y ZE, 57) Ra 


LG.) E 22,222) = Z. 


其 实在 例 6 的 条 件 下 ,[3] 中 还 证 明了 Llr, y) VRT, E BHR E 
章 第 二 节 将 通过 证 明 L (x,y) 为 S -几何 凸 函数 来 得 到 这 个 不 等 式 , 并 且 加 
强 此 结果 . 


第 四 节 ”关于 凸 函数 的 一 些 不 等 式 


引 理 4.1 设 了 是 [ae,b] 上 的 连续 的 凸 函数 ,z = (zi rs) n22, 
JU f(z) + /(х,) ++ РС, Ela, b] EES- ARY. 

这 是 [4] 第 56 页 的 例 3. 

定理 4.1 (Hadamard FER) 设 了 是 [<,2] 上 的 连续 的 凸 函数 , 则 有 


azt » fla) + fb) 
rb <; roa < ОЗЬ. 


证 明 TUENDAM 
Masna xm 
- Lin; = ç =—! lim HES fa (2)) 


Heo 


= dim iN. (29) > lim £C ) 


(n +1) 
па + EE Eh — a) 
2п ) = 20), 


— п 2597 


к=] ЧЮ = ui im HSS yos o9 G0 


= lim Lo. (D) + f(0)] = lim, i. G) 


12 Ls 


= dim gpl GG) + Уба, (n = 0 
= Жа зр DIEG) + fxn = 1, 


(а,Ь) Cc, (2), х, (n —1)),Н8|##4.1Ж:/(х) + (у) f£ Ca b] 
是 S - Ж, ТИЖ 
fG,G)) + f(x, (n - i)) € f(a) + f(b), 
进而 有 
gf fear < im EDIO) + уау] = EOD, 
i 2» 24 
定理 4.2 (Bellman 不 等 式 ) ї#а,:>а,>+а„.,:>а„>0,п:>1,Н f 


3E [0, a, ] 上 的 连续 的 凸 函数 , 则 有 
FCD“) A Da), (4.1) 
车 再 设 /(0)<0,WJAr 
DTS) > fc Da). E (4.2) 
证 明 m 


a, 2а, HE a, Жау - а) + s. + 82.313 


a +а 2a, +a, 


或 
а, + а 2 аз + (а-а, + ¬ asa tasa); 
a, + ау +7 + а 
= ax + а, + аз, + (a, — а, + аза + аза), 
" pA 


(аза, "аз, (аъалаа — à + ^7 — аза + аза), 
又 由 引 理 4.1 知 f(z) + f(z,) ++ + f(z,) 在 [0,a1]" ЕЖ5- 5 88 8 , Br 
以 ` 

flai) + flas) ++ + flar) 


2 flar) + + раза) + fla, — а, + ana + ana), 
2я-1 


- 
exc D Ка) EHON Di'a). 


-F Жюли 13 


同 理 可 证 
(a,,a5 77543,4500? (a23 аз, зау — az + + ani ax), 
所 以 
flai) + flas) + c + flani) + f(0) > 
f(a) + + flan) + f(a = aa + tana ax), 
再 由 /(0)<0 即 知 (4.2) 式 成 立 . 
1956 年 , Brunk. H. D . 89” Bellman 不 等 式 得 到 : 
定理 4.3 设 f(z) 是 [ae,25] 上 的 连续 的 凸 函数 ,fj(0) 入 0, 若 aa, on 
a;Ca,Xb,0X p, S p, p, M, 9 
ре 1) p,f(a,) > АУС 1) 54]. 
定理 4.4( Olkin RER) Üa Da, > >a, 20,0 p, Si S p,S p. 
三 1, 且 f(z) 是 区 间 [0,a,] 上 的 连续 的 凸 函数 , 则 有 


хх D hai] < 


ü - 3C ААО) + Y C D" afla). 
定理 4.5( Petrovic' 不 等 式 ) 设 /是 [0,a] 上 的 连续 的 凸 函数 ,ai (1-1, 
2,7). Ba, 都 在 [0,a] 内 , 则 有 


3G) SH Ta) + (n = 00). 


= 


证 明 显然 
(2,,22,77,a,) X (a, + aj + + a,,0,0,77,0), 
再 由 引 理 4.1 和 S - 凸 函 数 的 定义 即 知 所 述 不 等 式 成 立 . 
定理 4.6 设 p(z) 是 区 间 [0, + co) 上 连续 的 凸 函数 ,数列 | а, | dE 38 
增 , 则 有 
(0) + Ура) = eL = Dal < pa). 
定理 4.7 设 了 是 R Б ДР 0<а<8,х>0,4 
BUG) - f(0)] € alf(&) - у(0)1. 
定理 4.8 (Popoviciu RER) i p(z) 是 [a,5] 上 连续 的 凸 函数 , 则 对 


14 ЛЛ ## 
于 任意 的 z, E[a,65],k=1,2,…,n, 有 
1 ~ 1[n-2 - m < 1 < 
其 中 n2>3,2<m<n-1. 
定理 4.9 设 了 是 [e ,5] 上 的 连续 的 凸 函数 , 且 f 在 区 间 端 点 的 单 侧 导 


BS, (а) У. (5) 存 在 且 有 限 , 则 存在 常数 М ,使 得 对 于 [a MALIS S 
都 有 


I f(x) - f) IE MIz- yl. 


R anioi g. EO 


第 二 章 一 维 几 何 凸 函数 


在 几何 凸 函数 没有 正式 定义 之 前 ,已 有 文 [27]\[48] 利 用 一 种 变换 ,来 研 
究 它 的 一 些 性 质 ,而 正式 定义 应 该 由 [46] 最 先 给 出 的 ,在 不 知情 的 情况 下 , 国 
内 的 文 [15] [27] 中 出 现 这 个 概念 , 文 [15] 中 定义 了 一 类 函数 ,其 中 包括 几何 
是 函数 ,并 提出 了 有 关 其 等 价 性 定义 的 几 个 猜想 ; 文 [16]\[17] [24] 和 [22] 分 
别 解 决 文 [15] 的 几 个 猜想 , 且 [17] 还 讨论 了 几何 凸 函数 的 定义 域 和 值 域 . 文 
[18] 提 出 了 对 数控 制 这 个 概念 ,得 到 了 国内 第 一 个 几何 凸 函数 的 控制 不 等 式 ， 
由 于 和 向 量 控制 联系 起 来 了 ,这 使 得 几何 凸 函数 的 研究 路 上 了 一 个 新 的 台阶 
文 [19] 给 出 国内 第 一 个 一 维 几何 凸 函数 的 微分 判 据 . 同 时 [14]\[47] 也 开始 了 
几何 凸 函数 的 研究 ,也 得 到 了 几 个 定义 之 间 的 相互 等 价 性 一 维 几 何 凸 函数 的 
微分 判 据 , 且 [14] 也 引入 对 数控 制 等 概念 . 文 [21] 利 用 几何 凸 函数 的 性 质 , 得 
到 了 一 个 有 关 排 序 的 不 等 式 . 文 [23] 定 义 了 N 维 几何 凸 函数 ,得 到 了 著名 的 
Hilder 不 等 式 的 一 个 简单 证 明 , 文 [25] 指 出 了 [14]、[18] 中 的 一 个 定理 与 
Karamata 控制 不 等 式 是 相互 等 价 的 . 

本 书 要 定义 几 个 特殊 的 运算 :In0= — 95,677 =0,ln( + о) = + oo, e ® 
= + oo ,读者 可 以 用 极限 的 思想 理解 这 些 定义 . 


ж-т ”一 维 几何 凸 函数 的 定义 


在 文 [15] 中 有 这 样 的 一 个 定义 : 
定义 1.1 设 f(z) 在 区 间 了 上 有 定义 ,如 果 对 于 任意 rrn EIA f 


Са) E M fUr Gr) ,那么 称 f(x) 在 1 上 是 几何 下 凸 的 ;车 不 等 式 反 
向 , 称 f(z) 在 1 上 是 几何 上 凸 的 . 

同时 文 [27] 也 有 类 似 定义 ,本 文 分 别称 它 为 几何 凸 函数 和 几何 四 函数 ， 
[15] 还 得 到 了 以 下 结果 . 


定理 1.1 设 f(x) 是 区 间 [上 的 几何 凸 函数 , 则 对 一 切 zi ,za prz, € 


u= 


4 


LA 


f(Zziz y" z,) < УРО) afa). 
当 f(z) 是 几何 四 函数 时 ,上 式 不 等 式 反 向 . 
证 明 用 倒 推 数 学 归纳 法 证 之 . 
(i) 根据 定义 1.1,n=2 时 成 立 ,假设 n 72' ,hE N,, ,命题 成 立 , 下 证 
n-2" INDE, 


пуа) FU xu ЕТИШ 


ENTE EEIE ETEEN) 


EJ TG IG Ўра) Aa) 


= У) fz) fla), 
AARE n=2 dk. 
Cil B n-k*1,£€ М, , ,命题 成 立 , 下 证 n = 的 情形 , 因 


D 


FU zia) < YFED ED Fa), 
Е, na Gur) М 
FO Gi Ye FG zB), 


fU xm) < V fGOfGi GEI E). 
fh S *х,)< AIEEE Jf. 
fx m S FETE RICE 

所 以 命题 对 n = 也 成 立 . А 
根据 个 推 才学 归纳 法 原 通 定理 1.1 得 证 . 
文 [17] 与 [24] 分 别 指 出 几何 凸 (站 ) 函 数 的 定义 城 和 值 城 , 必 须 为 非 负 实 
数 集 的 子 集 (本 书 定义 在 正 实数 集 的 子 集 上 ) ,并 解决 了 [15] 提 出 的 一 个 狂想 ， 
即 


定理 1.2 设 f(z) 是 区 间 工 上 的 连续 的 几何 凸 函数 ， Wis „> 
OWE A tA tuta. =1,ШЯ—Й zonis E TUNE pm 
fU xb) S f (а) (zr) T. 


EM RRA H- llaziz€ I, gx) -Inf(e'),z€ Н, Ж ` 


#=# -#л#лё#й п 


g (2522) = nfe T) = e) 
Ea KORG) = шубе) + (е), 


gl ) < dO + (zn), 

又 f(z) 是 连续 函数 ,所 以 g(z) 也 是 连续 函数 ,由 第 一 章 的 定理 2.5 有 
(Ах + Ах, + + А„х„) S Aag ху) tug mj) os + Anglan), 
Inf (er™ ета нень) < A аре) + А ау (ез) + A Inf(e^), 
Ре ee hn ) р (et ) fh (e) f C), 

再 将 e 换 为 zi(i= 1,2,…,), 便 知 定理 1.2 RI. 

以 上 工作 都 是 在 一 维 空间 上 进行 的 .本 章 将 在 正 实数 集 R, , 的 子 集 上 讨 
论 几何 凸 函数 .由 于 连续 函数 具有 保 号 性 ,因此 并 不 影响 某 些 结论 在 原点 处 成 
立 , 关 于 这 一 点 不 再 说 明 . 

定义 1.2 设 取 值 为 正 的 函数 f(z) 在 区 间 IC R. , 上 有 定义 且 连 续 , 如 


果 存 在 自然 数 "之 2, 对 于 任 一 zx，z2，…,z,E I fa, А, 20, 4А, 
=1 时 ,有 


zi tx; 
2 


е 


СО) x v fGofG, (1.1) 
ла) < УУС) fz) f(z.), (1.2) 
(%й)/(х е) < faf Gi) (а), (1.3) 


之 一 成 立 , 则 称 f(z) 在 工 上 是 几何 凸 函 数 ; 若 不 等 式 反 向 , 称 F(z) 在 工 上 是 
JULY Ж. 

由 定理 1.1 和 定理 1.2 易 知 :(1.1) 式 (1.2) 式 和 (1.3) 式 是 相互 等 价 的 ， 
以 下 称 (1.3) 式 为 几何 凸 函 数 的 基本 不 等 式 . 

下 面 介绍 一 些 基本 初等 函数 的 几何 凸 性 ,对 于 三 角落 数 和 反 三 角 函 数 的 
几何 凸 性 ,将 在 第 三 节 中 证 明 得 到 . 

例 1 定义 在 (0, + c) 上 的 正 的 常 函数 和 守 函 数 既 是 几何 凸 函数 又 是 几 
何止 函数 . 

这 个 双重 性 在 后 面 判别 一 些 函 数 的 几何 凸 性 时 ,起 着 重要 的 作用 . 

例 2 设 函数 f(z)= a 在 (0, + 吕 ) 上 有 定义 ,其 中 a 为 常数 ,求证 ; 当 
0<a<1 时 ,函数 /为 几何 四 函数 ; 当 a >1 时 ,函数 ЫЛЫС 
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证 明 当 0<a<1 时 ， ERAN + 吕 ), 有 


ISEE) = aV > a = Мата" = S faf), 
所 以 f(z) = a 是 几何 四 函数 . 同 理 可 证 当 a >1 Rf, f(z) = a” 是 几何 凸 函 
Ls 
例 3 (1 ) 设 常数 a>1, 则 在 (1, + ce) 上 定义 的 函数 y= Іов, 为 几何 四 
函数 . 
СП) 当 0<a<1 时 , 则 在 (0,1) 上 定义 的 函数 y=log。x 为 几何 止 函数 . 
读者 可 自行 证 明 . 


第 二 节 ”一 维 几何 凸 函数 的 基本 性 质 


定理 2.1 设 广 , 户 为 区 间 JISR., 上 的 几何 凸 函数 ， 户 ,大 为 JR，， 
上 的 几何 凹 函数 , 则 


1 1 
(i) СО” тюлен, 08 工 上 的 几何 凸 函数 . 
СПОЛ С) Сс) ТЕЛЯТ PRG, f (m) Р(х) 1 ЕЛ. ИШ PR 


ж. 

GA p emunt, РС p 上 的 几何 四 函数 ， 

fo fA) 

利用 定义 1.2 中 的 (1.1) 式 ， 易 证 定理 2.1, 此 处 从 略 ， 

值得 指出 的 是 平移 可 能 改变 函数 的 几何 凸 性 ,因而 就 较 难 刻画 几何 是 
(四 ) 的 几何 意义 . 

例 1 定义 在 (1,+ oo) 上 的 函数 f(z) = zz 为 几何 西 函数 ,而 g(z) = =° 
-1 在 (1, + oo) 不 是 几何 是 函数 ,h(z) = (z - 1): 在 (2, + oo ) 也 不 是 几何 本 
ай. 

WEBB 任 取 zi,zzE(1,+co), 有 

gU zi) < /к(ху)к(х») 
6(zı za - 1) < Gi - (xi - 1) 
Ө -2z zr <- z: - z, 
上 式 为 错 ,由 此 即 可 看 出 g 在 (1, + о) ЕЖЕЛ Й. 

BR a EC, + >) RR JUN SE хаа 和 人 AMEE REX 

的 区 间 内 为 几何 站 函数 . 08s — 


£-x* -#Л#Л## 19 


下 面 的 定理 2.2 指出 了 在 图 像 变 换 过 程 中 的 坐标 扩 缩 中 ,几何 凸 ( 凹 ) 性 
具有 不 变性 ,根据 这 些 性 质 , 以 后 可 以 判别 和 构造 一 些 几何 凸 ( 止 ) 函 数 . 
定理 2.2 B fif EKE ISR,,. 上 的 几何 凸 函数 , 户 , 六 是 ITSR，: 


上 的 几何 中 函数 ,< >0 为 常数 ,H= | 过 |zE TINI 


Ci Defile) EI ЕВЛИ ВАЎ, су, (х) 1 БАЛИТ. 
(1), (сх) Н EJ&JUfs RK, f, (сс) Н БЕЛ. 
(ii Jc + f, С) I ERM JLT ЕЖ. 
(М) fi (х) c Bf, с у, (х) I ЕЛА; ц у, (х) 2с>0 
时 ,A(z)-ec 是 [上 的 几何 止 函数 . 
证 明 (i ) 为 显然 . 
(ü MER zı ,z2 € 1,8 
file‘ xix) = AQ Cem) € V fiCez o fi (ск), 
Ak fi(cz) 是 HH 上 的 几何 凸 函 数 . 同 理 可 证 f. (сх) Н Ef JULII RC 
(ü Je + f(z) 为 几何 凸 函数 ,等 价 于 
c+ fi xix) < et fix /c + fixi) 
Ec + fiif < /с + С) Ve + fixi) 
ec + 2с / fii fin + filz) fi Gn) 
Se 2e Gi + fii) + б) А (а), (2.1) 
整理 (2.1) 式 , 即 知 命题 成 立 . 
Civ ) 要 证 c- 户 (z) 是 几何 止 函数 ,只 要 证 
с fil xixi) > /c - fiz) Ve А, (е) 
Ec -S FEDA la > /c = f(r) Ve у(х) 
ec -2e / f Gf + fila) fila) 
>ë- c(f,(z,) + f,(z,)) + fila) fila) 
e2n/ f GORAGD < fn) + falaa). 
同 理 可 证 f(z) - c 是 几何 四 函数 . 


9,2 求证 函数 f(z) = П 一 -为 几何 四 函数 ,其 中 z€ (0, + =), 


ii 1+ 7% 
a €R,i=1,2,,n. 
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证 明 кан ANE EE D Баа ЫЛЕ 
2.1 的 ( | ) 知 一 一 -在 (0, + ce ) 上 为 几何 止 函数 ,再 根据 定理 2.1 的 (ii )， 


гер 


7(z) = 站 


said "x c>0 为 常数 ,区 间 ISR.. H minl>c KH = |z-clz 
1 )f 为 I 上 的 单调 递增 的 几何 凸 函 数 , 则 f(z + c) 是 H ЕЙ Л. Ый 
(i)f 为 1 上 的 单调 递 碱 的 几何 凹 函 数 , 则 f(z + c) 是 H БАЛИ k 
证 明 只 需 证 (i), 任 取 xz, 2; €H, HEMBER x, ,x,>0, 又 有 


xix; + c < | (x, + c)Xz; + c), 


f(x iz; + c) < f(z + eza + CJ) < /f(z, + с) (к + с), 
所 以 F(z+c) 是 H ЕВЛИ Ж. 
定理 2.4 XS c >0 为 常数 ,区 间 ISR... Ho |z*clz€lIl, 
CIOF 为 上 上 的 单调 递减 的 几何 凸 函数 , 则 f(z — c) 是 H ЕЛИ 
数 . 
(i )f 为 上 上 的 单调 递增 的 几何 止 函数 , 则 f(z с) H E f JLI PIR 
数 . 
证 明 只 证 (1 ), 任 取 rr EH, AEEA xz, zio c OUR 
4xix- c 2 / x, - суху - с, 
S zix - c) < fl (x, = eG = e) < fz = c)f(z, — с), 
所 以 f(z - c)# H EW JLI RN. 
定理 2.5 若 <>0 为 常数 ,区 间 IC(0,c),H-lc- xIz€ Il. 
(i)f 为 上 的 单调 递减 的 几何 凸 函数 , 则 f(c - z) 是 H БЕЛИТ ва 
数 . 
(iD)7 为 上 的 单调 递增 的 几何 凹 函数 , 则 f(c - z) H БАЛИТ 
ж. 
读者 可 自行 证 明 ,此 略 . 
例 3 aii d dioc 


(1)J(z)= @ суре 0, Аў» 
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(%)/(х)=/4-х,хЄ(0,1), 
解 (i ) 因 为 &(z)= 点 ,ze G, 4) 时 是 几何 凸 函 数 ,根据 定理 2.5 中 


Ci ) 的 结论 ,F(z)= 255-2600. ,1) 是 几何 凸 函数 . 


(i RW E Бада: H(i) 
的 结论 ,f(z)=wV4=z,zE(0,1) 是 几何 凹 函数 . 

可 以 把 定理 2.2 的 (而 ) 和 (iv ) 分 别 加 强 为 以 下 很 实用 的 定理 . 

定理 2.6 (i ) 若 1,g 是 区 间 ISR.,. 上 的 几何 凸 函数 , 则 /+g EI E 
的 几何 凸 函数 . 

(iü) f IS R., 上 几何 凹 函数 ,g ICR., ЕЛА, Н f(x) 
>g(z) 成 立 , 则 f(z) < g(r) I ЕВЛИ. 

ШВ (1) 任 取 zi,zzET, 有 

f(V хух,) + g(V x x) < FOr fz) + /g(z )g(z:) 
< V f(z) + g(z,) ° Vf) + gx), 

其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 由 柯 西 不 等 式 推 得 . 

(让) 证 明 较 简单 ,在 此 从 上 略 . 

必须 注意 的 是 两 个 几何 四 函数 之 和 不 一 定 为 几何 媚 函 数 ,后 面 第 三 节 的 
例 4 将 用 实例 说 明 . 

推论 2.1 Жу, Ау, REBICR. БЮЛ, a ,a,，…， 


ER ERE 
#4 Hiat F(z) = È SUPE OR z€ (0,1),a, ER., 


i=1,2,-- 
A Ci m 2 iv), 4- z^ # (0, Saam a 
1:580. 1) 上 为 几何 凸 函 数 ,再 根据 推论 2.1, f()= 5 Z=, 1) 
AUD aW. 


关于 复合 函数 的 几何 凸 四 性 ,有 以 下 结果 . 

定理 2.7 у, 是 区 间 ICR. БЛА, f 是 IC R, ,上 的 几何 
BUB fiio 000, + 9-0, + e) EBE. f, CO UG) 
都 有 意义 . 
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CLE f, 为 单调 递增 的 几何 凸 函数 , 则 户 ( 疡 (z)) 是 工 上 的 几何 凸 函 
数 . 
CHO f, 为 单调 递减 的 几何 四 函数 , 则 f; (f, (z)) Г E BL fT IL ВА 
m. 
Cl )# 户 (z) 为 单调 递增 的 几何 凹 函数 , 则 户 ( 户 (z)) 是 工 上 的 几何 凹 
函数 . 
OVE 户 (z) 为 单调 递减 的 几何 凸 函 数 , 则 f;(f,(z)) 是 I 上 的 几何 凸 
函数 . 
证 明 仅 证 (ii ) ,其余 略 . 任 取 zi,zzET, 有 


fi(V xx) < fiixfix),. 
XA f, 为 单调 递减 的 几何 凹 函数 ,所 以 有 


ЖОЛ G xi) > fU fiz fi Сх,)) > Vfl fi GO (z2), 
AK fs (f СОЛИШ REC. 
à 
EN: - 
例 5 (0+ ) 的 几何 凸 性 . 


解 因 1+x? 是 (0,+ co) 上 的 几何 凸 的 ,由 定理 2.7 的 (| l+ = 
3 
si r 
JE (0, + co) 上 的 几何 凸 函 数 ,再 由 定理 2.1 СН), MI جک = ر‎ (0, + 
со) Ef JL fs] Po Ж. 
推论 2.2 (Ci ) 若 了 是 [上 几何 凸 函 数 ,c >0 为 常数 , 则 АГ ЕЛА 
ARM. 
《if ) 车 了 是 [上 几何 四 函数 ,c >0 为 常数 , 则 PRI 上 几何 四 函数 ， 
EM 由 于 函数 ”= r 在 (0, + o0 ) 为 单调 递增 的 几何 凸 函数 ,同时 又 为 
几何 外 函数 ,根据 定理 2.7 的 ( | ) 和 ( 首 ) 可 知 推论 成 立 . 
关于 反 函 数 的 几何 凸 性 ,有 以 下 结果 . 
定理 2.8 (| ) 若 了 是 单调 递增 的 几何 凸 (四 ) 函 数 , 则 广 :是 几何 四 
Сл). 
ODE f ERRORS Лг (I) eC, UL. л Ж JU fp rs СЧ). 
证 明 (i ) 这 里 仅 证 了 是 几何 凸 函数 的 情形 ,此 时 /-! 也 是 单调 递增 ,在 
EXLP, у = f(z), fUr) WA z, £D f£. 


f(V хух,) < /'}(ху)/(х„), iid 
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IAF ODF DU) < Муз, 


Vf (Df о) X f'G »»). 
由 定义 1 / 是 几何 止 函数 . 
(站 ) 类 似 可 证 ,在 此 从 略 . 


第 三 节 ”几何 凸 函数 的 一 个 判别 法 则 


如 果 仅 从 定义 判别 函数 的 几何 凸 四 性 ,那么 对 于 许多 函数 来 说 ,是 很 复杂 
的 ,甚至 在 许多 情况 下 是 难以 做 到 的 .正如 判别 函数 的 凸凹 性 ,经 常 不 是 从 定 
义 出 发 的 ,而 更 多 的 是 利用 其 二 阶 导数 来 判断 .这 里 将 给 出 类 似 的 几何 凸凹 性 
的 判别 法 则 ,其 中 定理 3.1 的 证 明 是 [17] 得 到 的 ,不 过 没有 写成 定理 罢了 ,在 
[5] 中 的 第 169 页 的 Chrystal 不 等 式 证 明 中 ,有 相 类 似 的 变换 . 

定理 3.1 (1i) 若 g:(c,d) 一 (- co,+co) 是 连续 的 凸 函数 , 则 /(х)= 
e Д (е, е) ЕЛ ва. 

Cil )R 2 ж у: (а, 6) (0, + co) 是 几何 凸 函数 , 则 g(z) = (е) 
(Ina ,lnb) 上 的 连续 的 凸 函 数 . 

证 明 (i )# glr): (e, d) (7 оо, + 0o) EIE BEI RK {ЕЛИ zx, ,zs 


Є (ее) ,有 
f(V rzi)= einn) = SO zu x Uem 


= Ve = D) f(x). 
所 以 f(z) 是 (e ,er) 上 的 几何 凸 函 数 . А 
DRZ flx): (а, 6) = (0, + co) 是 几何 凸 函数 , 任 取 z, x» € (Ina, 
lnb), 有 


Inf(e 272) = рТ) 
Һу) ет) 


= fle) + Inf(e2) _ glz) + glr) 
2 P. 2 


qup 


因 f 连续 , 故 g 也 连续 ,所 以 g(z) 是 (lna ,ln6) 上 的 连续 的 凸 函数 . 
同样 对 于 几何 四 函数 ,相应 有 以 下 成 立 . 
定理 3.2 35 gi(c,d)-- (7 co,+o) 是 连续 的 四 函数 , 则 (с) = er 
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(e, e“ ) 上 的 几何 凹 函数 ;反之 若 fila, b)—>(0, + оо) Л, Д] 
g(x)=Inf(e’) 是 (Ina Inb) EME £ О RH. 

不 难 发 觉 上 面 两 个 定理 中 的 了 和 & 之 间 的 性 质 是 等 价 的 ,众所周知 ,判别 
一 个 函数 为 凸 函 数 方法 很 多 ,这 样 我 们 可 以 通过 以 上 定理 ,得 到 同样 多 的 几何 
凸 函数 的 判别 方法 .下 面 定理 3.3 同时 由 文 [14] .[19] 和 [47] 得 到 , 文 [19] 研 
究 了 广义 凸凹 函数 的 定义 和 判别 ,这 是 其 中 一 类 . 

定理 3.3 Wi (a, b)C (0, +), f:(a b) (0, + co), f RTF. 

CDE zLfGO G0 7 (f GY РСЕ) (х) 220, f EJLA ES iR 
数 ,反之 亦 然 . 

Ë z[f(z)f'(z)- GF C0) РС) (=)<0,# f WU JUD 
函数 ,反之 亦 然 . 

证 明 (i ) 先 证 定理 的 第 一 部 分 , 设 g(z) = Inf Ce") : (Ina, Ino) = 


(- co, + оо), Д] 
в (2) = е) = £e, 
mer) = ГЁ Се) e’ а Ке) е De = [7 (ет) е", (е) 
g'(x) жеу! e AG + e FY 


gx) 7g Ulm FES] е) (е), 
从 条 件 知 8&"(z) 之 0, 故 g(z) 是 连续 的 凸 函数 ,根据 定理 3.1 知 ,f(z) 是 几何 
凸 函数 ;反之 ,F(z) 是 几何 凸 函 数 ,g(z)=lnf(er):(lna,lnp)- 一 (-co,+oo) 
是 连续 的 凸 函数 , 则 易 知 g(z) 二 阶 可 导 , 由 g^ (2)2:0 即 可 证 得 欲 证 结论 . 
( i) 定理 的 第 二 部 分 同样 可 证 ,在 此 上 略 . 
EE 3.4" 设 区 间 ICR, fiI>R,, ,在 区 间 1. E 28 JUPE B 8036 
分 必要 条 件 是 :对 于 工 中 任意 的 z, < z,< z, A 
Iz, Inf(z,) 1 
ах Inf(z;) 1 
Iz, (=) 1 
证 明 必要 性 : 若 了 在 ! 上 是 几何 凸 函数 , 则 由 定理 3.1,g(z)=lnF(er) 
为 In1= Пахі Є. Ей, SF I 中 任意 的 zi < z, < zx, 有 lnr, < 
ах, <Inz; 由 第 一 章 的 定理 2.7 有 
Inzı lnf(e") 1 
inz} lnf(e™*) 1|>0, 
Наху mfe") 11: E LARR 


20. зал) 


即 
Inz, 


Inz; 


Inz, 


Inf(zi) 
Inf(z;) 
Inf(z;) 


#=# 


= -# 1⁄5 BEN 


1 
1 
1 


>0. 


充分 性 : 若 对 于 I PEEN < zz< zs, 有 


Inz, 


Inz; 


Inz; 


Inz, 
Inz; 


Inz, 


Inf(z,) 
Inf(z;) 
Inf(z;) 


lnf(e™") 
Inf(e™:) 
(ен) 


1 
1 
1 


20, 


1 
1|>0, 
1 
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据 第 一 章 的 定理 2.7,g(z)=Inf(e ) 是 Inf= |ах|хЄ T] Efi gs RC, HE. 
理 3.1 知 了 是 [上 的 几何 凸 函数 . 

定理 3.5 若 几 何 凸 函数 f Ela, ICR... 上 有 定义 , 则 

Ci )f 在 (a,5) 上 有 单 侧 导 数 . 

(Hi) 对 于 任意 zE(a,5), 有 f(z)<f.(z). 

证 明 由 定理 3.1 知 g(x)=Inf(e') 是 [ina ,lnp] 上 的 连续 凸 函数 ,由 第 
一 章 的 定理 2.8 A g(z)=lnf(e-) 在 (lna,lnp) 上 有 左右 导数 且 в. (х) < 
в. (х), РЖ 


lim go- E lig EZ gG), 
— J cxt # 
e lim EE 8 afte) < lim PE › che 2, 


px] mr] 


ERP eH REV mover керн > 
im BD -Inf(z) uu Inf(t) = f(z) 


hrs lng — ах wemeo Int — Iz ^r 
In LA £o) 
eqs iz. i 1-а |f). 
r-o lnt -lng o t-z iato lnt -Inr t-r 


Sr imi (a + c ys < imn + > ede foy; 
Sz [а + AD - neta sa 
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< z lim nt + FED = ГО to 4 
Өх lim QUSS < > lim ef mf, 
2> [Gg lim fa- fla) 


mI 


因 上 式 左 右 式 的 极限 都 存在 , 则 易 知 ,im。 
都 存在 , 且 有 


Ve. KO 
тей < хет, 


fox). 
定理 3.3 解决 了 几何 凸 媚 函数 运用 过 程 中 的 瓶 塞 现象 ,为 大 量 判别 函数 
的 几何 凸 性 提供 了 有 力 的 工具 .前 面 提 到 过 几何 凸 函数 的 几何 意义 较 难 刻画 ， 
但 经 济 意义 倒 有 一 个 . 
3833.67 {#(а,5)С(0, +), /:(а,6) (0, + о), f 为 二 阶 可 导 ， 
则 7 为 几何 凸 (上 四) 函数 的 充分 必要 条 件 为 = f(z) 的 弹性 函数 为 单调 增加 
(减少 ) 的 . 


证 明 DUE /为 几何 呈 函 数 的 情形 ,/ 的 弹性 函数 为 y= ГС, тщ 
有 : 


ar 270) = HE} + EDE) - GG). 
(т) 


E AD piss (х) (z) = (G) 
fx) (х) 


再 由 定理 3.3 即 知 定理 3.6 成 立 . 
利用 定理 3.3 可 以 解决 许多 函数 的 几何 凸 性 的 判断 . 
推论 3.1 (1) 设 0<z<r, 则 y=sinz 是 几何 四 函数 ， 


(4)@#0< 2 € 7 y созт 是 几何 四 函数 


(li) 04 2 y o tanz 是 几何 凸 函数 . 


(у)#0< 2 « F у= сог 是 几何 四 函数 . 


(V)R OX x «iy n secz 是 几何 凸 函数 . 


(У) 0€ z € х,Й у= ссх 是 几何 凸 函数 . I 
ШВ (i ) 当 0<z<r, 易 有 sinz 和 rz, 对 于 y=sinz; 有 ” ` 


#-# -#ЛЛ#Ж 


zy” - (у')%] + уу = z + sinzcosz 
=- z+ dar <- z + 2 =0, 
所 以 y=sinz ЖЛ. 
对 于 y=cosz M y= tanz 的 几何 凸凹 性 ,证 明 从 略 . 
(中) 由 于 在 (0, 子 ) 上 ,有 zx 人 tanx ,对 于 y=cotz， 
(уу = C/ Y 1 + yy” = rese х(соіх? — 1) — cotzesc x 


2 
ccr 


SE [x -zrtan z -{апт]<0, 
tan > 
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(ЙӘ y = secz Жу = cscz 的 几何 凸 性 ,由 定理 2.1 的 (| JK y= sinz 


和 y = cosx 几何 凸 性 推 得 . 


其 中 的 (而 )、( Vv ) 和 (Vi ) 是 文 [14] 得 到 的 , 文 [14] 还 得 到 了 下 推论 3.2 的 


CD. 
推论 3.2 (1)#0<х<1,Ю у= arcsinz 是 几何 凸 函数 . 
Cil JB O< x <1, J у= агссоѕх ж ЛЖ. 
(il J 0< z< + со, y = arctanz Ж ЛЖ. 
(VDE O< xz < + со, у = arccotz FE JLJ M Ж. 


证 明 (1 JE (0, T] E, y= sinz 为 单调 递增 的 几何 四 函数 ,根据 定理 


2.8 推 得 y = arcsinz 是 几何 凸 函 数 . 
其 余 类 似 可 证 ,在 此 从 略 . 
例 1 Wiss PO REA =1， 
CIO: A,B,C€ (0,3) A,,A,,7,A, € (0, 5) (n22) „J 
sin УАВ > V/sinAsinB. 
sin Z ABC > J'sinAsinBsinC 
sin( A? A2 AT) 2 sin A, sin A, *““sin A, . 
Cil ¥ A,B RIA, A, , A, (n>2) of , JUI 
cos V АВ > VcosAcosB. 
cos( A А? =- Aù ) > сов" A, cosè? А, cosh A, . 
tan / AB < VtanAtanB. А 
tan( Aj A27 А} ) < tant A, tan А, -7tan^sA, . 


(3.2) 
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cot V AB 2 V cotAcosB . 
cot( A? А? + Az) > со Асот A; cot^A, . 
这 些 都 可 由 推论 3.1 直接 推出 .又 因为 
sin 要 = sin кы кач > sin Z ABC > /sinAsinBsinC , 
所 以 (3.2) 式 加 强 了 ДАВС 中 的 著名 不 等 式 : 


sinAsinBsinC < — EK 


例 2 求证 :函数 y= x" 在 (0,e” E LRA 
几何 凸 函数 . 

证 明 lny= zlnz， 
两 边 求 导 , 有 


Y =Inz+1, 
y 
于 是 
她 =z(lnz+l)， 
y 


CY = $2, 


所 以 在 (0,e-2) 上 ， Grm 5 =lnz+2 为 负 , 由 定理 3. TM) 


何止 函数 ;在 (e- +оо) Е, Gy =lnz+2 为 正 ， а д. +) рж 


几何 凸 函数 . i I 
不 难 验证 函数 y = z" 在 (0; + co ) 上 是 凸 函数 ， —à 
何止 函数 . 
例 3 求证 ;函数 у= (шл + 1) 在 (1, + ee) 上 是 几何 加 本 数 
证 明 因 ка | 
у= cro ELE 


зу 01 to 
yx, (hz +0 (әд +1)' ,,. 


(Жушс л 0x. 1 


(laz +1) In(IPz +1) a 
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1 


DD ОЕ ЕЕЕ sx 
nz +1)° [In(Inz DI" 


1 1 
к ZS : 1 e 1 А 2 zo 
(nz +1) In(Inz +1) (nz+l (ах + D] 
ein(inz +1) +1 >0 


1-е 
е 


Өх > e -1 = 


ka 
Or > es", 


因 z>1>e*-', 所 以 函数 y=In(Inzx +1) 在 (1, + ceo) 上 是 几何 凹 函数 . 
注 :上 例 中 要 求 x >1, 只 是 为 了 使 函数 值 为 正 ,同样 的 道理 ,下 面 例 4 中 


Mr 也 起 着 同样 的 作用 . 


例 4 设 9 为 方程 z= ооох #00, IAHR, 求证 :函数 y= sinz + cosx 


9 3x 


在 (0 DERUUR я 在 (二 下 ) 上 是 几何 四 函数 ， 


证 明 由 于 函数 f(z)= z-cosr 在 (0, 王 ) 上 定义 , 且 函数 单调 递增 ,所 


以 9 为 方程 z= cos 在 (0 到 4 AL HOPE — f. 同时 不 难 验证 ; "E 


zl» - (y )'] + yy E 
由 定理 3.3 知 命题 成 立 . ^ пя 


ike (0, D.) Ез 和 cosz АЛАТЫ К, т visti 这 
与 两 个 几何 凸 函数 之 和 仍 为 几何 凸 函数 有 很 大 的 区 别 、 

Ms RON coss EO, AEN М AIBE, Ho 20,87 
0,a+B=1 时 ,有 FRE e 


1 + sinA'B! < (1 + sinA)' (1 + sinBJ^? ° 
M A.BE[0, S ]RE A ` 


1 + sinA'B" > (1 sinA)* (1 + sinB)’. 
“证 明 时 考虑 函数 y — 1 siir В JLI РЕВ АТ, E pt EE kak >: С 
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АЕ ЕЙ ЖШ Ж, IRAKERE, EAN 18] ТЕО, JUI h 04 
数 是 发 现 新 型 的 不 等 式 强 有 力 的 工具 . 


第 四 节 ”对 数 凸 函数 与 几何 凸 函 数 


在 以 后 的 章节 中 ,将 多 次 出 现 对 数 凸 函 数 这 个 概念 , 它 的 定义 在 [2] 中 也 
Hj. 

定义 4.1 ШЖ f EICR 上 是 正 的 , 且 函 数 у(х) ЕГ Е 
(0)89, RI f YE IS R EER (П) Ж. 

定理 4.1 (i FR f EICR 上 是 对 数 凸 函数 , 则 任 取 zi 22€ R UR 


y) < REFEN 


ma. 
CDER f XE ICE R 上 是 对 数 凸 函数 , 则 任 取 zi ,zx,,…,zx, € RR 
Сез езге) 
йз. 


С) f:ISR 一 R,, 上 二 次 可 导 , 则 /在 ICSR каак» 
要 条 件 为 
Ра) (a) > GG)Y. | 
上 面 结论 利用 凸 函数 的 定义 和 性 质 是 容易 得 到 的 ,车 f NHR, 
则 上 几 式 中 的 不 等 号 反 向 .下 面 两 个 定理 在 [2] 中 原来 用 对 数 凸 函数 的 定义 叙 
述 的 ,不 太 自然 ,在 这 里 对 其 改写 . 
定理 4.2( 三 圆 定理 ) i f ELERAN, HERR a< | z | < b 内 解 
Ў, M:(a,b)>R, h 
M(r) = sup I f(z)! 
定义 , 则 M 在 (a， ьал. 
定理 4.3 设 f RAMIS НЕЯ a < |z] <b 内 解析 ， 1<р< + 
9, M,:(a,b)-*R, Hi 


M,(r) = = I flre”) 1d4) 


定义 , 则 M, (7) 在 (a ,5) 上 是 几何 凸 函数 . 
EE 4.4! (E) ЕГ... 上 是 对 数 凸 函数 ,县 子 为 递增 的 ; 则 / 


#с# -#ЛЛ## 3 


也 是 几何 凸 函 数 . 
CDE f YEICCR,, Беха, B. 为 递减 的 , 则 ЕЛИТЕ 
数 . 
证 明 (i ) 因 


/ 1 A < езу езх езй 
所 以 
aaa) (Un RT) 
E Jf fGi)fG), 
故 了 是 几何 凸 函数 . 
Ci A 
(2 ¥) > Уйу, 
所 以 
Jazz, a f (Zs tm) 


> IKa Dfa fa), 
HK f AIL Ж. 


第 五 节 ”基本 不 等 式 的 一 些 应 用 与 加 强 


RER FERE LEKI (CR, ) 上 的 几何 凸 ( 凹 ) 函 数 ,对 于 任 一 z，， 
mcn € DNA ASA >0, DA, =1 时 , 则 有 


f dpa) € (DF (ту) Gs) f Gs). (5.1) 
我 们 称 上 式 为 几何 西 ( 止 ) 函 数 的 基本 不 等 式 .对 其 研究 可 以 看 出 其 有 广 
泛 的 应 用 ,这 在 此 前 此 后 读者 都 能 体会 出 来 ,这 里 再 介绍 文 [50] 中 的 一 些 结 
果 . 
1) y 78 1 1 1 
ЖЕ 5.1 # х>0,»>0,р;>0(#=1,2,--,п),-+-++-- 
=1, 
(i ) 若 人 >0,w>0, 则 
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TP Oat + ао =a T] +, (5.2) 
(й) A0, n0, tst- OR , 则 


II Qz. жй =A] + иь. (5.3) 


证 明 (i HERK f(:)=24t+y, 因 为 
ADFA) = CGOY] ОЈО) 
= t(0 — 22) +А(А + p) = àp, 
由 定理 3.3 0,24 A20, 4 20 BE, f(1) = A1 + и 00, + о) ER JLI RK, 
由 (5.1) 式 得 


Ти) +и< Цо + шр}, 
$ u= O^ Go 1,2, oa), 代 人 上 面 不 等 式 , 即 得 不 等 式 (5.2) 式 . 
(i )35 APO, n CO BE BRN f(1) = 21+ y EE, + œ) ЕЛ [0 KR 
Bos El E, +o), i=1,2,,n 时 ,有 


Apu + az [о ta. 


4 = СЗ) ЦТ ЕН с. 


在 不 等 式 (5. 2) 中 ， 取 A= y=1 便 得 到 这 样 一 лаж. 


推论 5.1 pp 20,520 71,2, 二 
s DES P. 


1, 则 


„Ше cxx Int 


iet 


£95.29 S 30,3»0,/21,2, p $a a: 
Ci XE 0< x, < (2r + ar +1 1)# JJ 


EE: 


П + 279% > (ўа un. (5.4) 


CIE z, >(2r + / 47 + 1) , J соу д а 
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TIe + a70 (Улда) OI. (5.5) 
isi = e 


证 明 构造 函数 f(r)= (nt) + (lnt) ,因为 
{у XO) -FPI AOF) 


= (ni) ?7? Еау + 1 — (lnc) - 27], 
M r >0,0<Int < (2r + 47 * 1) RE, 

(Inc) 272 (4r? +1- (Ino 7271» 0; 
M „>20, > Qr + Ar $1) B, 

(Ine) 77? Tán *1- (Ini) — 2r)°] < 0; 


由 定理 3.3 A1, (r) = (Ine) + (Int) ECL I, 6077/77) Eg JU 
BA Ег" ^on) Еш лги BG HI (S. DRA: 
ерек ERE A 

TI (ам + (n5,)7* > (абды dp Qn t). 


РТС тури 
TI nz + In) S (nth tr) nC i ty". 


在 上 面 不 等 式 中 , 令 Int, = z,(i=1,2,…,n), 即 得 不 等 式 (5.4)、(5.5)、 
证 毕 . 


注意 到 , 当 r>0,z, >0, 5-1,9 
0< x <1 < (r+ AEFI , 
在 定理 5.2 中 的 不 等 式 (5.4) 中 , 令 4, = Аз = a, = 二, 即 得 下 述 不 等 式 


Ще + Юзи +. 
= Zi n 


文 [51] 建 立 了 如 下 关于 正 数 z 不 等 式 : 
хт. " zm o x 
ad Tn (5.6) 
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2 хт 


tan т < tan tan x © 5:7) 


хл 
20 =+ x°) 2(1+ z +z) 2(1+ x + 7) 
下 面 给 出 上 述 不 等 式 的 推广 ,并 补充 一 个 类 似 不 等 式 . 
X32 5.357 设 zER,,,nEN, 则 


НЧ an + 
me IR . ZR 
> , 5.8 
sin 下 (5.8) 
iz 
a'n "T zm 
P П соз " .9 
oe ZEF e Fa rr ry S 
РЫ 
x"m 2. z'm 
2n 
tan arar pa 5 arora (5.10) 
i 


证 明 ”由 推论 3.1 知 :f(z)=sinz (0, r) БАЛАМ Ж, f(x) = 
созт 是 (0, 子 ) 上 的 几何 四 函数 ,f(z)= tanz 是 (0, 子 ) 上 的 几何 凸 函数 ， 


zm = = 
RMN O< TFT урк<т(#=0,1,2,+-,2я),#Е(5.1)ҖФ A75, 


其 中 i=1,2,…,2n, 则 有 


2a BT 2575 i 2. 
ва IPIE — ] кы 
H Teat gi Hist Trg 
» кел 


将 上 面 不 等 式 整理 即 得 (5.8) 式 ,用 同样 的 方法 可 证 明 不 等 式 (5.9) (5,10). 
在 定理 5.3 中 , 令 n=1 便 得 到 不 等 式 (5.6)、(5.7). 
下 面 介绍 几何 凸 函数 的 基本 不 等 式 的 加 强 与 推广 . 
XH 5.4! Wt f(z EELER ICR., EMER, x, EI, € 
R.,(i=1,2,°“,n),4, +А + °° + A, = 1,WJ 
exp; У) АА, (х, - Inz;)2) < (Gr аз) Gr, ^ 


1 5. f(zu арса) 


Sexp( Y) àa (nz; = nz), (5.11) 


[E 


其 中 
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zH (Рв) G) = (/'(х))?%) + aff), 


a = inf 


E Р(х) 
B= su z'C(fix)fG) - (/(z))2) + а(х) (x) 
= 5р f) ` 


证 明 8 I=(a,b)S(0,+ oo)( 其 它 类 型 的 区 间 , 证 明 方法 相同 ) 
构造 函数 p(z) =ln(7(e )) = Ta 1€ (Ina ,nb). 对 + 求 导 , 得 


f Ce')e' 
f(e') 


Hy o EROL E) FP + ef(e) (e) _ 
go fe) # 


9 (t) = - ut, 


E 
асас p AU Gem s eren 


1€ (па ањ) 


= inf а (f(z)f'(z) 一 (f (z))) + zf(z)f (x) 
EI (x) ' 


则 фто) 20. й e(z) e In (£C) = dat 为 区 间 (Ina , Inb) Еч 


数 ; 由 第 一 章 的 (2.6) 式 知 :对 任意 t, Є (Ina Inb) à; € R, (i= 1,2,7,2), 
A++…+h=1 时 ,有 


In(f(e ats уу — urn + Aata + = AUS 
S а/е) = Fat) + А In(fG8)) = Dat) + == 
+ A 90/059) = ай), 
在 上 面 不 等 式 中 , 令 ¿= Inz,,z € (а,Ь), 
Ind f(r za 23)) 一 F ln, + Anz, + … + Аал, )2 
А АСС) + А АСС) + + A nC f(z,)) 
= Фад nz)? - Lan (nz - = — La (nz, )? 


2 


n (f(z) GG): f(z) 
FG ae ze) 


> +( 273, nz.) - (Palnz,)) 
я £t 


el 
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(lai ))™ (f(za)) (fz,))™ 
f(x zz" ze) 


(Оро Јања - Anz) 


GG D^ GG) GG)" 
fo хехе) 


өш 


їп 


>$ У) AA, (Iz, = nz), 
2 <<, ° 


将 上 面 不 等 式 整理 即 得 式 (5.11) 左 端 不 等 式 . 

用 同样 的 方法 可 证 明 式 (5.11) 右 端 不 等 式 ,定理 5.4 得 证 . 

特别 地 , 若 f(z) 是 区 间 工 上 的 几何 凸 ( 止 ) 函 数 , 则 由 定理 3.3 知 a 20 
(8x0) ,运用 定理 5.4 即 得 基本 不 等 式 (5.1) 式 , 故 定理 5.4 是 几何 凸 函数 的 


基本 不 等 式 的 加 强 与 推广 . 
在 定理 5.4 中 取 f(z) = e” , 便 得 到 加 权 平均 值 不 等 式 的 加 强 及 逆向 形 


式 . 
XH." 8 0<р<2,<94,А,ЄК.,(1=1,2,--,п), A +А, Же + 


A,71,80 
£ У) AA, (Inz, ~ Inz; < Os - Па 


[E її ie 


= b» АА, (Inz; - Inz,)^. 


[Era 


8 习 


LRE ER y= (од) рала ай. 


2. 设 9 为 方程 ¬ ztanz = 0 E (0,5 ) ALBI а>1 IC OR E 
ABELO, ZIN, A 
a + sinA*B' 2 (a + sinA)*(a + sinB)’. 
3. 求 证 : 当 А,В,А,,А,,-:-,А„Є (0,75) a1 05,772, 20,2, +а + 


人 


EZE -#ЛлёЖ 


+a,=1 时 ,有 
(1)1-sinA”"B' ">(1-sinA)" (1-7sinB) ^^. 
(ii )1 7sinA? AF 7 Az. 

>(1- sinA,)^ (1 - sinA; )*: (1 sinA, )*« . 


4 .求证 :函数 "= L- cotz de (0, 5) БЕЛАТА. 
5. 求 证 :函数 y= 二 在 (0, + oo) EEL RL. 
6. 求 证 :函数 y= rarcsinz + V1- 二 在 (0,1] 上 是 几何 凸 函数 . 
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第 三 章 ” 几 类 特殊 函数 的 几何 凸 性 


本 章 将 讨论 一 些 特殊 函数 的 几何 凸 性 ,包括 著名 的 Gamma 函数 
第 一 节 ”一 元 二 次 多 项 式 函数 的 几何 凸 性 


由 几何 凸 函 数 之 和 仍 为 几何 凸 函 数 这 个 性 质 ,不 难 推 知 下 面 的 定理 1.1, 
用 几何 凸 函数 的 定义 和 第 一 章 的 定理 1.2 的 Cauchy 不 等 式 也 能 证 明 , 它 是 
由 文 [14] 得 到 的 . 

定理 1.1 d(aL04-0,1,.2,2, >0, MEAR Doa! 在 (0, + ©) 
上 为 几何 凸 函数 . 

推论 1.1 设 /(z) 是 具有 非 负 系数 的 多 项 式 , 则 

f xix) SY) fr) f. 

这 是 文 [26] 中 的 一 个 结论 . 

定理 1.2 多 项 式 f(z) = cs + ay x + a 2^ (a970,a,70)fE(0, + oo) 上 
是 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 为 a >0,ai 二 0,a; >0. 

EM 由 定理 1.1 知 充分 性 成 立 , 下 证 必要 性 . 因 F(z) 在 (0, + co ) 上 为 
正 , 特 别 在 0 附近 为 正 , 故 a, >0; 同 时 抛物 线 图 像 开口 要 向 上 , 须 a, >0. 又 

х[уу-(у)%]+ уу <0 


ex[2a;(a, + aiz + ах?) - (а, + 2а,х)?] 


+ (а, + aix + а,х*)(а, +2а,х) >0 
Saiaz’ + 4аа,х + аза, >0, (1.1) 
(1.1) 式 恒 成 立 , 则 a, 20. 
关于 一 元 二 次 多 项 式 函数 在 (0, + co ) 的 几何 止 性 ,作者 与 李世杰 先生 得 
到 以 下 有 趣 的 结果 . 
定理 1.3 HEK f(zr)= ao + az + а,х*,а„з©0,а,5®0,Ж f {Е(0,0) 
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а 


和 (6, + co ) 分 别 是 几何 止 函数 , 则 а„>0,а,>0,а, = -2 / aca; B0 m, | 一 . 


LET 
证 明 为 了 使 f(z) 在 (0, + co) 上 为 非 负 , 则 a, 20,2, 20, B 
а? -4a,a; X 0, (1.2) 
由 第 二 章 的 定理 3.3 知 :对 于 (0,9) 和 (6, + co) 上 的 每 一 个 z, 有 
zlfG f G) - (f (z) + f(z)f (z) <0 
Saart’ + 4а,аух + аа, < 0, (1.3) 
a, 须 为 负 , 且 判别 式 
(4a,a;) – daala, < 0 
9420a: - a; € 0, (1.4) 


结合 (1.2) 式 和 (1.4) 式 , 知 a, = -2 ava; IRE f e, | 经 取 值 为 零 ,所 以 0 
: 


- J“ emt. 


一 元 二 次 函数 在 其 它 类 型 的 区 间 如 (0,a),(a,b),(a, + co) 上 的 几何 凸 
性 如 何 呢 ? 下 面 将 解决 一 元 二 次 函数 几何 凸 性 的 判别 问题 . ц aosa, a, 中 
不 出 现 零 时 共有 八 种 情况 ,归纳 成 定理 1.4 和 定理 1.5 及 例 1 一 例 3, 由 李 世 
杰 先 生得 到 并 提供 给 作者 . 

一 ,对 于 aa, 20 的 情形 

当 a,20,a,20,a; 20 Bf , E 1.1 BÆR; ща, <0,а, «0,2; <O Rf, 
知 f Cx) f 0 附近 为 负 , 不 可 能 为 几何 凸 ( 凹 ) 函 数 .其 它 两 种 情况 结果 如 下 : 

定理 1.4 设 二 次 函数 f(z)=ao+aiz+azr,A=ai-4aoal,ao>0， 
a,<0,a,>0, 

(1 ) 当 4A=0 时 ,结论 即 为 定理 1.2:F(z) 在 (0,6] 和 [6,+ co) 分 别 是 几 


何 四 函数 ， 其 中 ө=ү[®. 


CID 4 сов, веж, f (x) IC 
Da; 
Periti] лр й, gp (0, 202: У A ] 和 
(-а,)а, (—а,)а; 
[24 + Jaya: 


(<a Jaa 


‚+ co ) 上 分 别 是 几何 四 函数 
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A...‏ ت وور که 


(ii) A>O 时 ,结论 为 :f(z) #Е(0,- 


上 分 别 是 几何 四 函数 . 
ШВ (ii ) 当 A<0 时 ,f(z)>0 对 任意 的 zE R... 都 成 立 . 
jE T=z[yy”- (y )]+ уу = ааз? + 4а,азх + аза, CF Wf ER T H 
微分 判别 式 ) : 
Ar = (4a,a;)' - 4aoaial =- 4aça;À > 0, 
所 以 ,T=0 有 两 个 解 
(aja; : 


_ 22042 + М = ауа, А 


Tr (= a))a; 


щ2а0а: V т аза:4 саза: E AoA p pg ж f(z) 是 几何 


(-aa; P (—а‹)а, 


юй} 0< > ent 


TSO, HL f(z) 是 几何 四 函数 . 


2a,a; + / 一 aoazA 


fe tad 


时 ,分 别 有 


(IO 2208 fG)20 внос -2 3 或 => - 


此 时 


a +A 
2a; ' 


T = х[5у - (Y Y] + уу = aax" + 4а,а,х + аа, 
Ar = (4a44;) – 4aoaia =- 4а,а,д < 0, 
由 于 aiaz<0, 故 T<0 对 任意 的 xz € R,, 都 成 立 . Bt f(x)tE(0, - 


SA y TAEVA, oo) 上 分 别 是 几何 加 本 数 


"T 判断 函数 f(z) = zz - 工 +2 的 几何 凸 性 . 
解 这 里 o=1>0,ai= -1<0,а,=2>0, 
A=1-4x2=-7<0, 
由 定理 1.4(ii ), 知 f(z) 在 (0,4- VI4) 和 [4+ /14, + ce) 上 分 别 是 几何 上 
函数 ,在 [4- V14,4+ V14] 上 是 几何 凸 函数 . 
定理 1.5 ИЖ f(z) = ag + az + az", A = aj -—-4а,а,,а,< 
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0,а,>0,а,<0, 
(1 ) 当 和 A<0 时，/(z) 不 是 几何 凸 (四 ) 函 数 . 
(i) 3208, f(r) AYA e A) cpm. 


证 明 (i ) 因 f(x)<0, 结 E. 
a+ V = 2 


Ci) 由 f(r) 20,848 26 (ZA, - ) ,此 时 函数 的 微分 
判别 式 ТОЙ) Ar = (4aa,)' — 4aata, = - i zi f(z) 是 
CA LAVA, rg. 


2а, ^" 
012 判断 函数 f(x)= -zz+3z-2 的 几何 凸 性 . 

解 а= -1<0,а,=320,а,= -2«0, B f(x) »0,fRÉE z€ (1,2). 
因为 4=9-8=1>0, 根 据 定理 1.5, /(х)®(1,2) Е@Л ЛЖ. 

二 ,对 于 а,а,<0 8,4>0,4: <0 ЖЖ, f(z) 几何 凸 性 的 一 般 结果 非常 
复杂 ,不 具体 列 出 , 举 一 例 说 明 判断 方法 . 

йз 判断 函数 f(z) = x + 4x — 12 的 几何 凸 性 . 

解 由 f(x)>0 得 有 可 能 成 为 几何 凸 ( 媚 ) 函 数 的 范围 :x >2, 此 时 微分 
判别 式 T=4z -48z -48=4[(z-6) -48], 当 z>6+4V3 时 ,T>0; 当 2 
<z<6+4Y3 时 ,T<0. 故 f(z) 在 [6+4Y5,+ co) 上 是 几何 凸 函 数 ,在 (2,6 
+4Y35] 上 是 几何 凹 函数 . 

从 上 我 们 可 总 结 出 判断 一 元 二 次 函数 f(z) = ag + aix + aix? 几何 凸 性 
HEKER: 

1. Bi f(z) >0 ЖЖ z 的 有 可 能 成 为 几何 凸 ( 止 ) 函 数 的 定义 区 间 D. 

2. 根 据 信 判断 ,或 在 定义 区 间 D нак иил т sEm 从 而 确定 
所 给 函数 的 几何 凸 性 : 

EM ———— 
凸 (四 ) 性 ,在 此 从 略 . 


-第 二 节 ”一 元 高 次 多 项 式 函 数 的 几何 凸 性 ` 


对 于 一 元 ”次 多 项 式 函数 在 (0, + c ) 上 的 几何 站 性 ,成 都 科学 院 计算 研 
究 所 的 杨 路 研究 员 率 先 用 [13] 中 的 知识 证 明了 :一 元 三 次 多 项 式 函 数 ,常数 项 
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不 为 零 时 ,在 (0, + co ) 上 不 可 能 是 几何 凹 函数 .后 李世杰 老师 证 明了 :任意 的 
常数 项 不 为 零 的 一 元 n 次 多 项 式 函 数 ,在 (0, + co) EAS RT RE ë JU for MRK, 
下 面 仅 给 出 李 老师 的 结果 . 

定理 2.1 HEN f(z)=ao+az+…+az" ,ao 关 0,a, 关 0, 则 了 在 
(0, + ce ) 上 不 可 能 为 几何 四 函数 . 

证 明 #/(х)=а„+а,х ++ +a," 在 (0,+co) 上 为 几何 站 函数 ,为 
了 保证 在 0 附近 函数 值 为 正 , 有 а„>0,х- + co 时 ,为 了 保证 f 为 非 负 , 有 
а„>0.{ Ж zi,zrzE(0,+co), 有 

faiz) 2 ИС) С), 
令 zi 一 0, 有 
a, > a fri) 
ea > Vf), 

Ф z;— + co 即 得 出 矛盾 ,命题 得 证 . 

由 于 等 函数 z (1=1,2,…,zm) 既 是 几何 凸 函数 又 是 几何 止 函数 ,所 以 可 
把 定理 2.1 修改 为 : P 

定理 2.2 设 函 数 f(z) = ag + a zt + a,z" ,a, #0, E 了 不 是 单项 
式 , 则 f 在 (0, + cp ) 上 不 可 能 为 几何 止 函 数 . 

证 明 # f E(0,+ co) 上 为 几何 凹 函数 .因为 了 不 是 单项 式 ,不 妨 假定 
a, 70,a,750, Z2 01 

(z) a 


= а,+ taz", 
r 


URP = toe RIO. 1 08 Cil MEE qe (o, + co ) 上 为 几何 四 函数 ,以 
下 证 明 与 定理 2.1 类 似 , 在 此 略 . 
下 面 再 讨论 一 元 三 次 多 项 式 在 (0, + co ) 上 的 几何 凸 性 . 
定理 2.3 多 项 式 ; 
f(z) = ao + az + az” + az (ao 750,2, 0) 
在 (0, + co ) 上 是 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 为 a >0,а,:>0,а,;>0,а, >0. 
证 明 ”充分 性 为 显然 ;天 证 必要 性 .a。>0,43>0 是 显然 的 ， 
aly -(у')%]+ уу 20 
€x[(2a; + 6a,x)(a, + az + aj x! + аух?) 


= (а, 2a Bar) :: u Cs a bat 
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+ (ay + ах + азл? + азл?) (а; + 2а х + Зазх?) 20 
Sasa, + 4ауа, х + (Qasa; + аза,) х? 
+ 4ауаух? + а,аух* >0, (2.1) 
因为 (2.1) 恒 成 立 , 故 aa 二 0,az 二 0, 又 由 在 原点 附近 的 性质 知 : aoa, 20, 
a,20. 
后 来 李世杰 老师 又 把 定理 2.3 MRA: 
定理 2.4 四 项 多 项 式 函数 
f(z) = арх + ах + az” + az", 
FP а,90,1=1,2,3,4; л, m, t,s€ №;п>т>:> 520, Й] f HKA 
(0, + cp ) 上 的 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 ae 0,2, 0,2; 70,2, >0. 
证 明 由 定理 1.1 知 充分 性 成 立 ,下 证 必要 性 . 因 /(х)х`'{Е(0,+ со) 
上 为 几何 凸 函数 当 且 仅 当 f 是 几何 凸 函 数 , 故 不 妨 设 ;=0, 因 f Ero, 
х + oo 时 要 为 正 , 所 以 有 а, >0,a, >0. 又 任 取 z, 2; € (0, + о), 
fé) < V fof, (2.2) 
4 zi 一 0, 有 
ав < f a f (za) 
Ca, < ao + ax} + az? + аху 
60 < а, + az? + аху, 
再 令 х,-*0, a, >0, 又 由 (2.2) 式 ,得 


(ao + aizi + arz] + азл) (ао + arz + az? + аух!) 


7 [ao + a (Gr ))$ + a(z)? as x1 Y >0, 

上 式 展开 合并 同类 项 后 , 含 z, 的 最 高 次 z 的 系数 为 aart ,其 必须 为 正 ， 
即 知 a, >0. 

对 于 一 元 四 次 多 项 式 , 其 为 几何 凸 函 数 的 用 系数 来 表示 的 充分 必要 条 件 ， 
至 今 还 没有 得 到 ,目前 上 只 能 得 到 以 下 一 个 结果 . 

定理 2.5 多 项 式 

Р(х) = а, + ах + азл? + аух? + ac z(a Z 0,а, # 0) 

在 (0, + о) БАЛ АУ а, >0,а,20,а,20,а,>0. 

WEBB 3 /(х)=а„+а,хт+а,х%*+аух% + a, xz 为 (0;+ 吕 ) 上 的 几何 
凸 函数 时 ,显然 有 a。>0,a,>0, 又 
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z[y - G'Y?1*»'20 

©х[(2а, + баух + 12a,z^)(a, + az + ах? + asz) + aaa!) 

- (a, + 2а,х + Заух* + 4a zo Y] 

+ (ao + az + азл? + азх? +a) 

x (a, + 2а; х + Зазх? + 4a, 7°) 20 

Sasa, + 4ауаз х + (aga; + аза) х? + (16а,а, + 4a,a,) х? 

+ (9a,a, + азаз)х* + 4а,а,х* + aga. z 20, (2.3) 
(2.3) У, аза, 20,а, 20, X HERA RHE ЇЇ ЖЯ: ауа, 20, 
а, 20. 

下 面 的 例 1 说 明 一 元 四 次 多 项 式 没有 类 似 定理 2.3 MAR. 

例 1 ЖЛЕ Й /(х)=1+х-х%°+х% + zt (0, + o) EW JL 
何 凸 函数 . 

EA BN x a? + a = (1 z+ 2) = rll- HEO, + 
吕 ) 上 非 负 ,所 以 F(z)=1+z-z+z+z 在 (0,+o) 上 为 正 ,又 从 定理 
2.5 的 证 明 过 程 , 得 

zy» - (у )%] + уу <0 
Sl- 4r + 82° + 202° + 8±“ - 42° + 25220 
4)1 - 22)! + 42° + 202° +4х* + z (27 2) 2:0, 
所 以 F(z)=1+z-z+z+zt 在 (0,+co) 上 为 几何 凸 函数 . 
例 2 (1990 年 第 24 届 全 苏联 奥林匹克 试题 ) 设 f(x) = az! + bz + c, 系 


Hoo bsc 都 为 正 数 且 a + b+ ce=1, 则 对 于 任意 ”个 正 数 zx ЖЕЙ = 1 
时 ,都 有 : 


Пк) >1. 


Ге 


证 明 根据 定理 1.2 知 在 (0, + о) БЮЛ, NER 
1.148 
ID 2 f Hao, = 0) = (a+b + e)a 1. 


从 证 明 过 程 来 看 ,/ 为 任意 次 多 项 式 ， 只 要 满足 系数 为 非 负 ， 且 其 和 为 1， 
命题 就 成 立 . jn 
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第 三 节 ”函数 项 级 数 的 几何 凸 性 


本 节 讨 论 函 数 项 极限 的 几何 凸凹 性 . 
定理 3.1 ИЛИЕВ ОЛУ, С) EBI IC R, ,上 有 定义 , 且 收 
敛 于 连续 函数 fC), W у {ЕТ 上 也 是 几何 凸 函数 . 
EM (EXE z,yE T, 由 于 对 一 切 ,有 
fO ху) SSF O), 
对 n 取 极 限 ,有 
f xy) € /f(z2)fG), 
故 /在 1 上 是 几何 凸 函数 . 
定理 3.2 ЙЛ ШЕ IY Lf, (r) EKE ISR., 上 有 定义 , 且 收 
敛 于 连续 函数 f(z), 则 f ТЕТ 上 也 是 几何 止 函数 . 
证 明 类 似 定理 3.1, 在 此 从 略 . 
推论 3.1 设 几何 凸 函数 列 |f, С) 在 区 间 IER. 上 有 定义 , 且 


E f GO 1 ERI BOKACE (z), 则 在 [上 也 是 几何 凸 画 数 ， 

这 里 一 致 收 伍 是 为 了 保证 /的 连续 性 ,结论 显然 .必需 注意 的 是 推论 3.1 
中 的 了 为 几何 四 函数 时 ,相应 的 命题 不 一 定 成 立 , 其 实在 第 二 章 第 三 节 的 例 4 
已 说 明 两 个 几何 凹 函 数 之 和 有 可 能 为 几何 凸 函数 、 

Hibici" 设 函数 项 级 数 F(z) = Yaz BIG GC N) 为 非 负 , 收 
BEEN rM /在 (0,r) 上 几何 凸 函 数 . 

EM 设 /.(z)= 守 az', 由 定理 2.1 和 推论 3.1 知 /在 (0,7) 上 几何 本 
函数 . 

定理 3.3 设 函 数 项 无 穷 乘积 f(2) = H (z) ICR., EEX, B f 
ЖЕЕ f, (x) (n = 1,2,…:) 在 工 上 为 几何 凸 ( 冲 ) 函 数 , 则 f 在 1 上 也 为 几何 
凸 (四 ) 函 数 . 


利用 几何 凸 ( 止 ) 函 数 的 定义 不 难 证 明定 理 3.3. киштик 可 判别 许 
多 函数 的 几何 凸 向 性 : 
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证 明 在 区 间 (0,1) 上 ,有 
1 


2s шы, 
= 


数 ,证 毕 . 
例 2 d f. (z)-n(z*-1),z€(1,* 9%), п=1,2,--, IB х" 
(0, + co) 上 是 几何 凹 函数 ,由 第 二 章 定理 2.2 的 (jv ) 知 :z* — 1 fE(0, + eo) 
上 是 几何 止 函数 ,所 以 f, 是 几何 止 函数 ,又 
Jim f. (z) - Jim n(z* -1) = Inz, 


所 以 函数 у=1пх 在 (1, + со) БЛИЖ. 


йз (1 ) 函 数 
КЎ 
Ут > оё Qi +1)! 
在 (0, + oo ) 上 是 几何 凸 函数 . 
[EDIT 


&] RN m 
在 (0, + oo ) 上 是 几何 凸 函数 . 
Cii) Ж 


у = arcsinz = | dt 

o ү/1- 
= P SA Qi - 1) 1122: 

= [1+ >) Gi 4 


SS Qi - Dt 
* + 22 бп en 


在 (0,1] 上 是 几何 凸 函数 . 
引 理 3.1 (i0 0a 1,8 1— a” 在 (0， YT 
(1) a 21,80 a” -1 在 (0,+co) 是 几何 凸 函数 . 
证 明 CHOW f(z)=1-a,W 
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zf (х) _ -xa’lna 
fa) 1-a?’ 
af (z zař lna 
(SY) = cete, 
_ _ Гапа + za” (Ina 2 ](1 — а") + za” (Ina)? 
2 (1 - a)” 
X 
апа — апа + ха (за)? — ха" (Ina)? + za” (lna) > 0 
Sa lna(l - a’ + zina) > 0, 
所 以 只 要 证 
1-а* + zina 50, (3.1) 
再 令 g(z)71-a' + xlna, z € [0, + =), g(0) =0, AF 
g'(x) =- апа + Ina = lna(1— a) <0, 


故 (3.1) 式 成 立 , 由 第 二 章 的 定理 3.3 知 结论 ( |) 成立 . 
同 理 可 证 结论 (ii ) 也 成 立 . 
推论 3.3 (i ) 设 0<a<1, 则 对 任意 z,,2, >0, 有 


q^ * P + а? эч > 2a "n + ant" . (3.2) 
(1) a >1, 则 对 任意 z. ,z,>0,# 
an + an a 2a e anth, (3.3) 


证 明 (i ) 由 引 理 3.1 知 
(1 - aV55)! > )1 - аз )(1- а") 
@a" + аз + ау 9 > 24 + anta, 
CI) FIRE, IB 3138 3.2( ii ) 知 (3.3) 也 成 立 . 


定理 3.4 REER t) X LEL, + oo) БАЛИТ. 

WB 由 于 黎 受 函数 可 表示 为 сс) IL - L)7 Jb p BE 
有 素数 从 小 到 大 构成 的 数列 ,根据 引 理 3.1 1 (L) ÆU, + oo) 上 是 几何 
四 函数 ,由 第 二 章 的 定理 2.1 的 ( | ) 知 (1- 1) &a, ke) Ea mna 
数 ,再 由 定理 3.3 知 f(z)= У ялтай. 00 


BLEU, + oo) калаш, PF LR E ая ЛАЧ 
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ишн лж. 
B14 A sinz = zO- Fr), B шй = ж 2.2 的 (iv ) 知 

G-E O E ES JURAT sinz = г ЇЇ (1 - ЕЕ (0, л) 

也 是 几何 四 函数 ; 同 理 cosz = 这 (1 gr (0,5) ЕЛ. ШЖ, 

sum x jÎ (1 + E Q0, + =) БЯЛ, ar = Î (1 + 
5 


Gs EO, + o) EATA RR. 


第 四 节 г ВЛЕ 


对 于 著名 Gamma 的 函数 ,本 节 讨 论 定义 域 为 (0, + o ) 内 的 情形 ,其 有 以 
下 四 个 表达 式 ， 


T(z) = ета, 


A п\п 
T(z) = lim 01) (x) 
T(z) = lla. Юа + 57, (4.1) 
1 TT Zai E 
TG) = g [Ita + 4071670, (4.2) 


其 中 ys0.5772156649… 为 欧 拉 常 数 .关于 四 个 定义 的 等 价 性 ,可 参看 文献 
[32] 的 第 九 章 和 第 十 章 .文献 [2].[3] 和 [5] 研 究 了 它 的 对 数 凸 性 . 

1992 年 文 [46] 提 出 几何 凸 函数 这 个 概念 ,而 1990 年 的 文 [48] 中 研究 
Gamma 的 几何 凸 性 (后 称 为 的 ) ,所 以 其 在 证 明 技巧 上 没有 运用 几何 凸 函数 
的 有 关 性 质 ,这 里 将 给 出 的 是 青岛 教育 学 院 的 续 铁 权 教授 与 作者 对 Gamma 
的 几何 凸 性 的 阑 述 ,对 下 面 介 绍 的 重要 常数 w 的 存在 和 数值 的 大 小 进行 严格 
地 论证 ,弥补 了 文 [46] 中 的 不 足 . 


引 理 4.1 Bil р) = 一 工 在 (0, + co ) 上 为 严格 单调 递减 


1 
Упа +1) ¢ 
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函数 , 且 p(:)< 士 . 
证 明 要 证 明 P(z) 在 (0, + >) 上 单调 递 碱 函数 ， 即 要 证 


In(1 + £) + —— 
上 к. +4 <0 
2[tln(1 + £)]? t 


t 
1+2 


p(t)=- 


eun + t) + -—1 > 28000 + 0)? 


Sl + Dln(1 + £) +] > 40 + t)*[1In(1 + 2D, (4.3) 
注意 [(1+ In(1 +t) +t Z6 + tDln(1 + £), 为 了 证 明 (4.3) 式 ,只 要 证 
明 
qalt) = (1+ t)i +t)? -2 <0, 
对 q(z) 二 次 微分 ,得 
q(t) = [In(1 + £)? + 2ln(1 + £) - 2t, 


„руу 2Un(1 + £) - t] 
SD en 


Fi g (0) 20 Fl g (2) «0,88 q(2) «0, FH q(0) =0, 得 g(t)<0. 从 而 (4. 

3) 得 证 .下 面 再 证 明 

dt - Vind t) 
t inû +t) 

4 u= VIn(1* £),34 —*0{},Ж u0, A 


; А 1 
аР enim 74 


2 


4 
t-e -1==- 5 + o(u*), 


VE = uu 1 у + оба?) = ult + S. + o(u!)]. 


E ED aL e 
= im 


lim; 
me rh + — ulu + о(и у] 了 


由 于 РСС (О, + oo ) 上 为 严格 单调 递减 , 故 有 pO <. 
推论 4.1 设 为 任 一 正 自然 数 , 则 方程 


di. а 
ln(1+ —) "UERAY 


TÉ 


„і 
=+ 


ПЕШ 


0 дулай 


在 (0, + cc) 上 有 唯一 正 根 à, BBA A, 1 严格 增加 上 且 以 才 为 其 上 界 s 


证 明 1+ (= 


i DE | f 
Е 1 PA 1 ? 
ктк ruin 


所 以 A, 的 存在 性 为 明显 ,又 由 引 理 4.1 A LA, | 严格 单调 递增 , 且 0<А,<1, 
证 毕 . 


下 面 记 а.) = È cL Erg HEE 
С,(х) = In(n +1) - g,(x) = 0 (4.4) 


的 根 . 显 见 g,(z) 在 [0, + ce) 上 严格 单调 递减 ，G, (z) 在 [0, + co ) 上 严格 单 
调 递 增 . 又 在 推论 4.1 中 ,对 于 为 任 一 正 自然 数 ,有 


k k 


MEC ECCE ЧЫИ 
шат з нет 
4 


k+l1 k 


=ln > B 
Е c +k) 


从 k=1 到 =n 求 ,得 


k 


Bally 


< (л * 1), 


即 G,( 计 )>0, 又 G, (0) «0 RARER, 从 而 由 连续 函数 的 价值 性 定理 


知 方程 G,(z)=0 有 唯一 正 根 u, € (0,1). 


对 上 述 的 1p, } 有 以 下 引 理 成 立 . 
引 理 4.2 数列 1p, 1 严格 单调 增加 , 且 当 n>2, а, <4, ,其 中 А, 的 意义 
同 为 推论 4.1. 


EM BN и А, = 170-2017. h PEN TE 
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两 式 相 加 ， 得 
1 


2 
tarir amt" (65 


ln3 = 

Bu 7A EA, BL5)f8 
8)۸4) = 

另 一 方面 ,由 и, 的 定义 有 


ln3 = 


1 2 
Ca + D: m, +2) кн 


1 2 _ 
G1 + G 23 7 giGn), 


上 两 式 比较 得 e. Q2) ga Gn BUT. gas(z) 为 严格 单调 递减 ,由 此 得 ps < 
3. 下 用 数学 归纳 法 ,假定 
<<< uua <А, (п 23), 
H nià, 的 定义 知 
Inn = gulp), In 0) = су" 
两 式 相 加 ， 得 
(n+ D = ga + пун (4.6) 


„+ 
注意 р, <А, СА, ,由 (4.6) 式 推 得 


In(n +1) < ga(g,a) + PR = gua), 
同时 由 g, -1(z) 的 单调 递减 性 及 (4.6) 式 有 


In(n +1) > gni (А, + د‎ gn (A), 


另 一 方面 ,由 x, 的 定义 知 (п + 1) = g, (jp,), 与 上 两 式 比较 得 
En (An) < gap.) € АС) 
Өз, >ш, > paip 
所 以 有 ш X ui <р, а, <А, ,由 数学 归纳 法 原理 , 引 理 4.2 得 证 . 


由 引 理 4.2 知 数列 jp | 严格 增加 且 以 于 为 上 界 , 故 数列 1w, | 有 极限 , 设 
lim p, = AS 于. 这 就 是 以 下 提 及 的 p баж. 
EE 4.1"  T(z) 在 (0;%] 上 是 几何 四 函数 ; 在 [x oo) E ЖАДИНА HR 
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Ж. 
ЗЕЯ 由 T(x)= lim 


m! m 


hz 2) m) 


EM m! (m*1) 
T(z) = limzczxp( 2)» т)" (4.7) 


Š e m! (m*1) 
if. = GFI + aF m) 


Inf, (x) = Inm! + zln(m + 1) — Dine +k), 
I) of. (2)) = zln(m + 1) = À 


f. (z) 


х 
ZER 


= zln(m + 1) - (m + 1) + r, 


л 


(SEG = mn «0 - утуу = 9.00), (4.8) 
因 Gu(z) 在 [0, + co ) 上 为 严格 单调 递增 ， 又 由 u, 的 定义 及 G。(z) 的 性 质 
A: z€(0,5,], 有 G。(z) 入 0, 由 第 二 章 定理 3.3 知 f. (x)3R (0,5, JE 
的 几何 四 函数 . 

下 先 证 T(z) 在 (0,x] 上 是 几何 四 函数 ,根据 函数 的 连续 性 知 , 只 要 证 工 
(z) 是 在 (0,w) 上 是 几何 凹 函数 . ЕЮ z,yE (0,p)， 则 存在 充分 太 的 miE 
N ,使 得 rz,yE (0,p], В 六 (z) 是 (0,w] 上 的 几何 四 函数 ,由 定义 知 

ACERRA AON 
两 边 对 m 取 极限 ,参考 (4.7) 式 有 
T(/ zy) > VTO), 
因而 T(z) 是 (0,p] 上 的 几何 四 函数 . 

同时 由 (4.8) 式 、u,, 的 定义 及 Gu (RERA, BA fn (rE uk, + 
co ) 上 为 几何 凸 函数 , 因 а. <и, fa Cr а + оо) Лт i Eh (4. 
7) 式 和 第 二 章 定理 3.1 ЯГО) Га, + c ) 上 为 几何 凸 函数 . 

从 定理 1 可 以 看 出 p 是 一 个 重要 常数 . 下 获知 计 其 值 : 

884.3. (IEEE n€ NL. 和 z€ (0,0.25], 使 得 
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2х, 


I k М 
2n *1*2z, 


p (k + zo) 
则 < zo. 
(让) 车 存在 пЄ №, . 8 z, € (0,0.25],t848 


«0, (4.9) 


z (n + + + zo) 


& n +1 
£i (Rk + x) 2(n+1+x=) 


er > 2 
-dGclez)-vppE9 (4.10) 
i 


JU noz 
ЖАЯ 下 面 用 反 证 法 证 明 引 理 . 
(1 ) 若 0< xz。<k, 则 存在 使 zo 三 pv ,于 是 对 一 切 mk, хои, ,下面 


аи AU) = c ss eh re [去 ,+ 0), r€ (0,0.251,Ш 


, 4: " 2 2t-4x 
К) = UU MO = тулун 
故 函 数 是 凸 函 数 , 由 第 一 章 的 定理 4.1 的 Hadamard RER ,得 
p tdt n k 
o} (+z) 2 (E+ ZF 


令 k=nt+1,n+2,…,m(m 二 n+1), 将 所 得 的 不 等 式 相 加 , 简 记 s(n, т) = 
< k 
X xis 


E 
sn, f т» = In(m + 去 +z) 


Mb 
= X 2x x 2z 
n(n + 2+ 2 + ITI citi 


k ч k 1 
DTE pees тышта) 
1 2х 2 2z 
2 2т+1+2х 2п+1+2х' 
再 令 id 


7 dn(n + 


十 工 ) + (4.11) 


f(m,n,z)= Mato ++ 2)-h( +} +z) 


2х 2х 


*Zm*i*2z 2п+1+2 ШО” +1), 
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由 p 的 定义 知 
fn nu.) Mau t (m + tw) n(n ++ tus) 


25, 2n, 
*im EEF IR 2n +1 +2, (т +1) 


= D ay tenth un) -Cn t E t pn) 
£i м 


2и, A Riin 3l k 
二 TI 2n *1-*2p. DITE 


其 中 上 式 最 后 的 论断 ,是 根据 п 1а. 11) 式 所 致 , BIE (т, nx) XT 


工 严 格 单调 递减 .所 以 根据 zou (mm k), fm ,n,zx,)2 fém,n,.p,) 
20,80 


` k 1 1 
{күрг t nlm + + + ze) = (n + + zo) 


= 


2zo z 2zo 
2m *l1*2x, 2п+1+2х„ 


-dn(m +1) 20, 
所 以 当 上 式 令 m— + oo 取 极限 ,可 证 有 


k 1 21, 
个 та И Ое еее 


这 与 (4.9) 了 矛盾 , 故 z, 21. 
Cii ) 类 似 地 ,仍然 由 Hadamard 不 等 式 ,得 


нар 1 k +1 k 
Íl. cfo ЦЕ ТЕШИ * Gy): 


4 к=п+1,ял+2,+,т-1(т>лп +2) HIM ERM 8 


>0, 


1 n*l m 
G i -12+ [G +I +z) + бетә] 


工 х 
>!ш(т+х)-Шшл+1+ ж) + —— - к —, 

5 n z Я : 

È urar 22 tn(m+z) In(n +1 +z) 


EX х tT n*l , m 
m+z ntl+z 2|(я+1+х)# t (m + 2)? 


] (4.12) 
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X Ddu WAFA m # z, > pn 不 妨 设 m 二 n+2. 此 时 设 


Ы k 
g(m,n,z) = D, рту tinm + z) cnr 1+ z) + TS 


£ 1 ntl m 
2 + 
zr (m + zy 


在 (4.12) 式 中 令 х= po ERE Êy 
g(m,n,pn) < 0, 

易 证 g(m,n,zx) 关 于 z 3598303008, ELLE sp n, 时 ,有 
g(m,n,z,) <0, 

在 上 式 中 令 m— + oo 取 极限 ,有 


> k + ntl 
Ё tz) 2n*ltz) 


这 与 (4.10) 矛 盾 ,所 以 x, < n. 
根据 引 理 4.3, 可 设计 一 个 程序 , 当 取 n —20,2, 70.216 时 , 则 算得 


J- n(m +1), 


=In(m +1), 得 


Xa 


“mtt ta) TITE 


<0, 


k n+1 _ u 
(+ tatra) In(n + 1 + zo) 


所 以 >0.216; 当 取 n 720,2, = 0.2162 时 , 则 算得 


k 1 
D mrap nn + 3+ z0 TFI <0, 


л 


所 以 py 三 0.2162. 据 此 得 知 j=0.216…. 
由 定理 4.1 及 几何 凸 四 函数 的 定义 ,可 直接 得 到 下 推论 4.2 和 推论 4.3. 
推论 4.2 #х,Є[и,+),ЩЖ 


ro mr Ща. ou (4.13) 


众所周知 ,函数 P(z) 在 (0, + co ) 上 先 递减 后 递增 ,在 а = 146163217 
处 取 最 小 值 .又 [3] 的 第 390 页 中 指出 ,T(xz) 在 (0, + co) 上 为 对 数 凸 函 数 , 因 
此 有 以 下 这 个 重要 的 不 等 式 . 

引 理 4.4 i x, € (0, + о), WA 


[тез 2 ro 312. (4.14) 


那么 (4.13) 式 和 (4.14) 式 谁 强 ,答案 是 不 相 上 下 ; 当 n € [uy +оо), 
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i-us BEL Eu <a MUDRE A] Åe Za (4.14) 


强 . 
推论 4.3 r EO, l WA 


гс) x rd TT =). (4.15) 


定理 4.2 ERE eTl) (0, + co) 上 是 几何 凸 函 数 ,其 中 y m0. 
5772156649… 为 欧 拉 常数 , 且 这 里 у 是 最 小 的 . 
EM E0, +оо) ER (х) = (1+7) -ex ,有 
f(z) = 1а + Z)" ty 


1g,2z).1 5 
adi Um изе OR се. 
Xy ES 
"mer 2+2) 
E 
zf (x) n? E it. z 
£ mn + пх’ 


pac = 2z(n + пх) -nz _ 2n + т? ,yo 
f(x (n? + nz) т g : 


由 第 二 章 的 定理 3.3 知 (1+ T) e EO, + o) БЮЛ, ЕР л =1, 


2.…, 由 于 二 在 (0, + oo) алай, а.) аж... 
数 crT(z) 在 (0, + 0) аЛа. 
若 存在 常数 0, 使 得 函数 T(E (O, + о) алтаа, (4.2 RAR 


Аа aC) = га) ta Zef дио; Жо) ER 


CM DONA Он ы нр d na 
CES = [z(ng(z)) = o- 7) +) С 0: nd 
SS 2n'x + nz иц 
хо), Er y PAIAR ERS z—0+ ,有 
ь-у20, 


故 知 这 里 у 是 最 小 的 . 
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推论 4.4 设 zi >0,i=1,2, n, , MR 


r [I =) е л» Тт). 
证 明 DE e" Г(х)ЯЕ(0, + co) 上 是 几何 西 函数 ,因而 有 


їйє КРЕ › «dme T), 
ros (à їл.) [Treo ; 


下 面 再 建立 一 个 不 等 式 , 先 引 入 以 下 引 理 . 
引 理 4.5 WE zi ,zz,…,zrE(0,ao-1) 则 


[гә > 


EM 设 y=1+z, 有 


» -(y)=-1<0, 
故 y=1+xz 为 对 数 止 函数 ,有 


2 -> nm 


а 21+ + 
又 有 
Ш) = =! 
(4.16) 1 
SE 
E 
ie А 
Da 
у a T"(1+ izi 
IIz 
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其 中 (4.16) 式 是 由 (4.13) 式 导出 ,(4.17) 式 是 由 于 a, 为 T(x) 的 最 小 入 点， T 


(z) 在 (0, ao) 上 为 递减 的 所 致 ,至 此 命题 得 证 . - 
在 引 理 4.5 的 条 件 下 ,得 到 的 结果 比 经 典 的 引 理 4.4 明显 要 强 . 


К 
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定理 4.3 dE 2, € (0,4) M 


(z+ y) PIS) T(z)T(y) 
42у 


< (zy) < e HTT(yY) 
成 立 . 
证 明 不等式 的 左边 显然 可 由 引 理 4.5 推 得 ,中 间 式 可 由 推论 4.2 推 得 ， 
右边 由 推论 4.4 推 得 ,证 毕 . 
下 面 的 定理 4.4 揭示 了 IT(z) 在 0 附近 的 特性 . 
定理 4.4 对 任意 不 小 于 2 的 正 整数 n ,有 不 等 式 


m C [2 < TO. 4.18 
ur c2 < TTG? (4.18) 
EM 对 于 =2,…,n,, 由 [11] 第 561 页 的 主要 公式 ,有 

uen e 


= fr 
E 
В TOO ELS, + ERR 所 以 有 


мас 5 e by > jrd 
即 知 不 等 式 (4.18) 成 立 . 


第 五 节 再 介绍 若干 结果 


李世杰 先生 自 1988 年 起 ,利用 函数 变换 研究 几何 凸 函数 ,取得 了 一 系列 
结果 ,这 在 本 书 的 一 些 地 方 和 有 关 文献 中 可 以 看 出 ,在 这 节 中 还 要 介绍 李 先 生 
的 几 个 定理 和 推论 ”0 . 
定理 5.1 设 了 是 区 间 MSR. .上 的 几何 凸 函数 , 若 
(1)а,>0,®,ЄМ,ї=1,2,+-,т,т>1; 
(ї)В,>0,»Є Mii 122,7, n,n21; ; 
(й)0<х,<--<х,<у,<--<у,<х,.,<--<х„,Н 1<Е4<т-1; 
(Ža = DA, at = of: 
则 有 ; г 
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Tr o > IOo). (5.1) 


Hf RM 上 的 几何 四 函数 时 ， (5. 1 中 的 不 等 式 要 反 向 . 3 у(х) M 内 的 
任何 区 间 上 不 是 形 如 ar" (aa 天 0) 的 函数 时 ， 


(1) 若 nna ДАХ r, = = z, my = y, 时 ,(5.1) 式 等 式 
成 立 . 

(2) # z, < x, Bb, 当 且 仅 当 存在 某 个 p(p H 1,2. n- 1 Ф 
К) 8 z mem x = y == у,,у,, =з = omatus Bat 


+a=B+…+pB 时 ,(5.1) 式 中 等 式 成 立 . 
EM uia = D8, = 1, 下 面 分 步 证 明 . 
CDM n mna = у == у, flat ,这 时 
Пло) = fo) = Цео [I Go- 


(ü) J a аа HT nx SÑ у, mna о, 20,8 
+t2=1, 有 


II» = тм, (5.2) 
ie 
同 理 , 存 在 满足 A, + y=1 的 4,20, 5,20(17 1,2 0) A 
ж = h(i = 1,2,+°,п), (5.3) 
(5.3) 式 代 人 (5.2) 式 ,得 
t pt Es M^ 
Tika = z melo, 
由 


DAA + Узви = DAG +) = JA = 1, 


mE лаз, >0,Н neni no DBA t= нА. 
另 一 方面 ,根据 几何 凸 函数 的 定义 ,有 
Р) = fGiziu) € fi Gf Gua), G = 1,2,7,2) 


I[^ 62s TIF GO (aa) 


= EP GOfE Guo =f (ау Ga) ; (5.4) 
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此 时 知 m =2 时 命题 已 成 立 , 令 а 


ns Цео” „= Go! 
易 知 иа, <, ,所 以 


“Хе. = Це: II^ = х2, 
由 于 对 于 m = 2 命题 已 证 ,所 以 有 

Р) а) L SÈ АХО), (5.5) 
x i 去 


1 às ] às 
f = АЦО ISE GO ， 


т Я m У 4 
f0 = fL IE GO" < CIT AGO17 ^, 


ien i 


p РЕ П): TI f(z) = C), 
再 结合 (5.4) 式 和 (5.5) 式 , 即 知 (5.1) 式 成 立 . 等 式 成 立 的 条 件 讨论 从 略 ， 
推论 5.1 设 了 是 区 间 MSR,, 上 的 几何 凸 函数 ,对 任意 的 p,q,r>0 
及 zy,zEM, 有 zi 
FG) PG) FG) f Сатуна)  ] 


> Fry) FF etos) f(z) 1.1 (5.6) 
EA RE х<у<,@Ж 
z X (ату) < (aye FFF < (f) < z, 
(1)# G2 )77 y JU 
z X (а^) < (ahy alarm 
在 定理 5.1 中 令 n = m =2, 


РО) Ту Jr] > fn Gt уну (ењ), 


又 


ЛО (z) > fe” {Су e]. 
将 上 面 两 个 式 相 乘 即 得 证 不 等 式 (5.6). 
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(zy FF < (ax) < z, 


f(D Тау Fr] > fr Cf ym ft Cnt]. 
E f Gf GY)»S fL Gy (FF ] ,两 不 等 式 相 乘 即 知 不 等 式 (5.6) 也 成 


3r. 
此 结果 显然 推广 了 文 [14] 中 的 一 个 结果 : 
ЖЕФ 5.200 设 y=f(1) 为 [CR,, 上 的 几何 凸 函数 , 任 取 z,y,zET， 


则 有 


f(z)f(y)f(z) Yay) > f (Vzy) f GL) P (az). 
在 推论 5.1 中 令 p= q= r =1 即 得 推论 5.2, 相 应 有 ， 
推论 5.3 (1 ) 设 了 是 区 间 MSER., .上 的 几何 四 函数 ,对 任意 的 户 ,9,r 
>0, 及 z,y,zEM, 有 
f(zr): T f(z). D [сеу н] 


< fU) Т FICS) 7] .Po[(zzo) 77] 
RE. 
(1) у= F(z) 为 IER,, 上 的 几何 四 函 数 , 任 取 y € 1, WH 
Р) РОС) РО туе) < Оу) GL 2) f GL єх). 
对 定理 5.1 和 定理 5. 2 中 作 函 数 变换 , 令 f(z) = e ,再 对 所 有 的 量 
х,у, 分 别 用 es ,ex 替代 , 则 可 得 : 
推论 5.4 设 7 为 区 间 M 上 的 凸 函数 , 若 
(Î Ja, >0,z, EM,i=1,2,“,m,m>1; 
(DB 20,5, EM, i=1,2, n, n1," 


(ü): S EnmEyXmyEaagmemxi.Hd k<m-1i 
(Да = Èp, Дак = DBs 
则 有 


Safta )z Xo 


= 


成 立 ,而 对 /为 区 间 M 上 的 了 函数 ,上 式 中 的 不 等 式 要 反 向 i 
推论 s.s 设 /为 区 间 M 上 的 凸 函数 ， и q,r20,X =, 
y,zEM, 有 р 


62 Л E 


pf(z) + а) + rf(z) + (р + а + fU 2 078) 


> (p+ Of) + (q + f(D) + (P + (EE). 
定理 5.2 设 p(z) 是 定义 在 ІСК... БИЛИР Й, НЯ z € 1,1, > 
0,/71,2,7, 7i В, = ^ COS] ERE Т, = $n, RE FCn) = 


IG) 
eg 9a НЙ. 


证 明 根据 几何 凸 函数 的 性 质 ， 


yeu) 8 IIT 1> 


&F apio? 1, 
i=l 


Om em? 


| 


Fn +1) _ g, PONE „у“ 
PEG, = веба) LIT) 1 


Па 1 >1, 


因此 F(n) = dn Й Ж. 
文 [18]\[14] 和 [21] 从 一 维 几何 凸 函数 性 质 出 发 ,分别 得 到 了 一 个 控制 不 
等 式 和 一 个 排序 不 等 式 ,我 们 将 在 后 面 n 维 几何 凸 函数 里 作为 推论 介绍 ,但 


必须 在 这 里 说 明 一 下 . 


练习 (李世杰 先生 提供 ) 


1. 讨 论 函 数 f(z)= = x? — x +2 的 几何 凸 性 . 
2. 讨 论 函数 f(x) oz -3z*+4z-4 的 几何 凸 性 . 
(提示 : 先 对 了 因 式 分 解 ,然后 各 自 讨论 ) 
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3. 设 ”次 多 项 式 函 数 
f(z) = ag + ах + az? + + + а„х" (as 天 0) 
ERHO, a) ЕВ) JLT AH, RHE: ao 70, a, 270. 
4. it a 20, n 次 多 项 式 函数 
f(z) = а,+аух + az? + ++ + a,x", (a, # 0) 
是 区 间 [a, + ce) 上 的 几何 凹 函数 ,求证 :a, >0,a,-1 <0. 
5. 设 f(x)J&(a ,b)C R.. 上 的 几何 凸 函数 ,c,d BER... 
求证 :F(z)= atf (dr EUG? СОР ERUUBEAS SC 
6. 8t а,70,а,70, 
f(z) = аух + ах + az” +аух" taz, 


HP pn,m,t,sEN,p>n>m>t>s 二 0, 且 f 为 区 间 (0, + оо) E 
的 几何 凸 函 数 , 求 证:a, >0,a, 20,2, 20,2, >0. 


第 四 章 N 维 几 何 凸 函数 


本 章 将 把 几何 凸 ( 止 ) 函 数 的 定义 拓 广 到 лп 维 空间 ,使 其 应 用 更 广泛 . 

设 R',R' ,R' ,分 别 是 n 维 实行 向 量 、n 维 分 量 是 非 负 的 实行 向 量 入 n 
维 分 量 是 正 的 实行 向 量 ,对 于 z = (r,a) ER y= (уу, y.) 
€R',a20,5E X. R'— R" ЮЙ е = (en e, e); XPT z€ R. ,定义 
a= (21,25,25): Р ЄК", ,定义 Inz = (Inz, Inz, Inz,); ХЖ 
X КХК" К" 的 映射 zy= (ху,л› у», zy) 以 下 都 设 c 和 有 是 满 
足 a>0,B8>0,a+B=1 的 任何 实数 ,不 再 复述 . 


第 一 节 NAOR 


高 维 几何 凸 函数 须 在 几何 凸 集 上 定义 ,这 一 节 将 介绍 几何 凸 集 的 定义 和 
性 质 . 

定义 1.1 设 ESR',, 称 下 为 几何 凸 集 ,如 果 任 取 其 中 的 两 点 x = 
(Eistar En) y= (yyy BA ry EE. 

B EGR! , Е = llnzlz E El, 则 有 以 下 定理 . 

定理 1.1 设 ECR",, 则 玉 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 :InE ЖК" 
аж. 

证 明 充分 性 容易 证 明 . 下 证 必要 性 : 任 取 u,vElnE, 设 w=Inr,v= 
lny, 其 中 z,yEE,au+ 色 =ln(zy%), 因 下 ER 为 几何 凸 集 ,所 以 

ху € E,au + № = (ху) € nE. 
推论 1.1 设 ESR', 为 闭 集 , 则 E 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 : 任 


BM х= (zarya EE, y= sacs») EE, BA хїуїЄЕ. 
这 由 定理 1.1 征集 的 性 质 可 推 得 . 
定义 1.2 设 A(zi,z2 z. ),B(yu yyy)ER' 点 CIVZ 
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Joe my ) 称 为 A УВ 的 几何 中 点 . 
推论 1.1” 设 EGR" ,为 闭 集 , 则 E 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 任 
ҖЕ 中 两 点 ,它们 的 几何 中 点 也 在 E h. 
定理 1.2 (IRL. 中 的 几何 凸 集 在 R, 中 的 闭 包 为 几何 凸 集 . 
(i ) 有 限 个 或 无 限 个 几何 凸 集 的 交 也 为 几何 凸 集 . 
证 明 (i ) 设 ECR? ,为 几何 西 集 , 下 证 E TE R". , 中 的 闭 包 巨 为 几何 凸 
ж. 
EMMA z,y€ E, ЖЕ х,у& E 的 情形 , 则 存在 E PHAI 2O N2 


Яу, nm + colit A rr, y y HI y xy BUT Е 


为 几何 凸 集 , 故 V z'”y”E 巨 ,所 以 WzyE 巨 , 则 根据 推论 1.1 RUE DW JL h 
集 . 对 于 z,yE 丐 的 其 余 情形 ,为 同 理 证 明 , 在 此 从 略 . 

Cil ) 利 用 交集 的 定义 即 得 . 

定义 1.3 设 A(ziz…z),B(yy yw)ER' ,那么 所 有 包含 
A.B 的 几何 凸 集 的 交集 , 称 为 包含 A、B 的 最 小 几何 凸 集 . 

定理 1.3 设 ESR",, 则 EE 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 : 任 取 (xz, ， 
icm) uyncSy)€ ES 


itm sn) er E s Ёш, 
min(z,, y,) < z; < тах(х,,у,),і = 1,2,--,n| C E. 
证 明 必要 性 : 因 
тїп(х,,у,) < z; < max(z,,y;),i = 1,2,7,n, 
$ 
inz, — Inz, Inz; - Inz, 
“© y ад, ^ пу = Iz; 
=== Pes > o, (1.1 
则 有 
22 lny, - Inz, > Iny, — Inz, 
lny, -Inz, ny; =- Inz; 
— Inz, 
== = P= >o, 


由 (1.1) 知 
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aln = In —,i = 1,2,7,n 
Xi 
iss РА 
(3 ) = zi 1,2,7,n, 
z = ziyi = 12, on, 
Саодат) = Салаат) 
= гу Є Е. 


必要 性 得 证 ;至 于 充分 性 只 要 将 以 上 步骤 逆 推 一 下 即 可 . 

由 定理 1.3 即 得 下 面 的 推论 . 

推论 1.2 设 A(ziz…z),B(yy on)ER: W E 是 包含 
A.B 的 最 小 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 : 
Inz, -Inz, _ | _ Dz, — inz, 
Iy -Inz, iny. = inz,’ 


E = |(zixzzə "o z.) | 


min(z,; ,y,) < z; < max(z,,y,),i = 1,2,77,nl. 

推论 1.3 设 A(ziz,…zo),B(yy my)ER: :下 是 包含 A、 
B 的 最 小 几何 凸 集 , 且 点 Cle sz) EE, F 是 包含 A、C 的 最 小 几何 凸 
集 , 则 ЕСЕ. 

证 明 由 推论 1.1 知 ,lnE= [Inz | z € El — B (nr, , nza, n, 
Ing, ) ffl (Iny, ,lIny,，,… lny, ) 是 其 两 端点 ,(Inz, ,Inz; , ^, Ine, ) 是 其 上 一 点 ， 
Ж ЕСЕ. 

例 1 在 平面 直角 坐标 系 内 的 两 点 A(1,2) 和 BG,3) oR&.& A.B 的 最 
小 几何 凸 集 Е. 

M 根据 定理 1.2, 有 


Inz, -inl ! 
Е = l(a, a) | E ,152 < 
n 
E = |(z;, 2) | Inz, — ln2 = nl Sl, 


Е = |(zi,zz) | z, = 2883 a 5 51. 
从 上 例 可 以 看 出 ,经 过 A.B 两 点 的 直线 不 为 几何 凸 集 , 所 以 凸 集 不 一 定 
为 几何 凸 集 , 几 何 凸 集 也 不 一 定 为 凸 集 . 
定理 1.4 在 平面 直角 坐标 系 的 第 一 象限 内 的 有 两 点 A(z,;,yi) 和 B 
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(zy), BE A.B 的 最 小 几何 凸 集 是 EE, 则 
(1) zı = za R yı = у, R х,у = х,у, 时 ,EE 即 为 线段 AB. 


(1) zı zs B уу, RE >1 时 ,所 对 应 的 函数 是 凸 函 


7 Inz, 
数 . 
CDS zz B yy HESS ЕР < | в, E PIX LAS REH R 
LIT 
数 


证 明 (i ) 从 定理 1.2 或 例 1.1 的 解答 过 程 中 ,可 以 得 到 此 结论 . 
( i) 其 实 此 时 有 
وا‎ -ina 


Е = {1(z,z2,)1z, = » (Сува , 


min(z, ,z;) < z, < max(z, ,2;)l, 
曲线 E Ф, 2, (2) 20, E 为 所 对 应 的 函数 是 凸 函数 . 
(i 55 Cii ) 类 似 可 证 . 


下 面 给 出 几 个 К". 中 常见 的 几何 凸 集 . 
定理 1.5 R" , 的 子 集 
Е = {|(х,,х,,',х„) | 


Уа Lrt ERr > 0,520, = 1,2,,я 
f 
为 几何 凸 集 . 
EM (IE z,y,€ E,# 
zy cyan. 
(zty) + Gi)! ++ + Gy 
= GI GO + G* QU + + GL! GU 
ioc + ж, + + z.)° ° (y) + Xx +++ y) 
< r = r, 
其 中 上 面 ( * ) 式 是 Holder 不 等 式 推出 ,所 以 z" € E M E ЖЛ. 
推论 1.4 (IR. MFR 


Е = l(zi,zx,"" z.) 1 DER ,其 中 >0,z; 0, 21,2, 
£t 
为 几何 凸 集 . 


68 Zf d 
CU) RS, РЖ 
Е = (xoza: oz.) Xx < rir >0,z, >0,i = 012,77,nl 


为 几何 凸 集 - 
这 是 定理 1.5 的 上 =1,2 的 情形 . 
引 理 1.1 НСК". ,ESR" ,为 几何 凸 集 , 则 为 Hx E= |(z,y)1z 
€ H,y€ E| 38 К," ЛИЖ. 
ER Е a, € Hx E iA 
а = (zis zarona on), 
b = (z,o,2:;,77,z,:w1,W2,77,w4), 
其 中 
(zivzaze)E H,(z,2;,7,2)€H, 
Cw, ww.) € Essi S) € E, 
则 
а = Gil ose Gd onu nuts 
ab = (aima ‚ушл е улл), 
因为 H ME 为 几何 凸 集 , 故 
(атк) € HG ий, yw) € E, 
ЖИД a*b = (ал зл, озая o ww) HX EM Е ЛЖ. 
定理 1.6 (iaar sa, sb, ba2, b, ЖАЛЕ, К", WFR 
Е = |(z,,2;,,7,2,)1 a, Sr & bi = 1,2,,nl, 
F = |(х,,х,,'”,х„)\а<хҖЬ,4 = 1,2,+",п}, 
Н = |(х,,х,,'*,›х„)!а‚,&х,< bi = 1,2,°°,п|, (1.2) 
М = l(z,,z1,7sx)la; < z; < bi = 1,2,7,nl, (1.3) 
都 为 几何 凸 集 ,其 中 (1.2) 式 和 (1.3) 式 中 的 某 些 或 全 体 b, 可 为 无 穷 , 命 题 也 
成 立 . | 
Cil )R*， 的 子 集 


Е = (zzz) 1 ng < где, 0/2 30; = 12,72] 
为 几何 凸 集 . 
EM (|) 在 数 轴 上 ,E, = |z,|a, 达 zx, 三 5.1,i=1,2,…,n ,显然 为 几何 
凸 集 ,根据 定理 1.4,E, ХЕ, х. ХЕ = Е ЛАЖ. i 
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(UMER zy € EA an lna al, 
я 
Tl = (Ta) (Ty < r = r. 
所 以 下 ЯЛА. 
定理 1.7 设 S 为 一 个 正常 数 , 则 


E = |(ziz…z)1TIz= s,z, >0,i = 1,2,+-,п} 
йл 


为 几何 凸 集 . 
定理 1.8 W ECR'.,a-(a,,a;,7,a,) € R^, W 
Н = l(a,zi,a3zi,, az) | z = (xj, 2;,,z,) € El 


为 几何 凸 集 当 且 仅 当 E 为 几何 凸 集 . 
利用 几何 凸 集 的 定义 容易 证 明定 理 1.7 和 定理 1.8. 


第 二 节 ” 贺 是 否 为 几何 书 集 的 讨论 


推论 1.4 的 结论 令 人 不 满意 ,有 没有 更 强 的 结果 呢 ? 自然 地 想到 ,在 
К", 的 超 球 是 否 为 几何 凸 集 ? 当然 先 在 2 维 空间 中 考虑 , 即 在 平面 直角 坐标 
系 的 第 一 象限 内 的 圆 是 否 为 几何 凸 集 ? 本 节 涉 及 的 圆 和 半圆 指 的 是 圆 面 和 半 
圆 面 ,不 是 指 通常 意义 上 的 圆周 和 半圆 周 . 

WIE O 方程 为 (z- a) + (? -02 扫 一 ,为 了 保证 圆 在 第 一 象限 内 ,再 设 
4>r>0,5>r>0, 在 圆 内 任 取 两 点 A(zi,y ),B(za,y), 那 么 几何 中 点 C 
(V ху a, уу ) 在 不 在 圆 内 ? Ж: C 在 圆 外 , 则 圆 O 不 为 几何 凸 集 ,否则 圆 
O 为 几何 凸 集 .此 时 可 设 A (а + түсозб, ,6 + r, sinê, DFI B (a + r;cos; , b + 
rasin0,), B 0< ri r Sr, EER 

C(/ (a + ricos; )(a + r;cos0,) ,/ (5 + rising (8 + гузїп#,) 
在 不 在 圆 内 , 即 问 在 a>r>0,5>r>0 RETF, 
[/ (a + ricos0, )(a + r;cos6;) – а)? 
+ [/ (b + rising )(5 + rasing) - b < r? (2.1) 


是 否 成 立 ,将 全 和 全 分 别 用 e 和 6 Ft ABANA 和 r, 代替 , 则 (2.1) 
式 化 为 
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[V (a + ricos, )(a + rcos#:) - а]? 
+ [V + r;sind,)(5 + зіп) - b] < 1, (2.2) 
EP а>1,Ь>1,г,<1,г‚<1,КЖ# 1.4 的 (i ) 和 (六 ), 赁 感觉 圆 是 够 “ 凸 ” 
的 ,所 以 作者 开始 猜想 (2.2) 是 成 立 的 , 即 猜想 圆 为 几何 凸 集 ,并 在 中 国 不 等 式 
研究 小 组 网 站 (http : || zgbdsyjz= . nease . net/) 的 问题 预选 栏 中 , 提 了 两 个 公开 
问题 : 
问题 1; 设 9, ,9, 为 两 个 角 ,是 否 恒 有 
ГО Ceos8, + 1) соз, + 1) — 1] + [VCsing + 1) (sind; + 1) - 1}? <1 
RE. 
问题 2: #6,,0, 为 两 个 角 ,a ,b>1, 是 否 恒 有 
[(W(cos5, + а) (соз, + a) — а] + /(sin0, + Б) sind; + b) - b}? <1 
成 立 . 
江苏 徐州 师范 大 学 数学 系 的 张 蛤 方 博 士 ,证 明了 以 下 结论 : 
定理 2.1 设 a>r>0,5>r>0, 四 分 之 一 贺 
Е = l(x,y)l(z-a) *(y- 5) r'rza,yzbl, 
则 E 为 几何 凸 集 . 


ШИ ЕШЛИ, REX OO S ,0<0,< B, ` 


[( (a + ricosg )(a + r;cosó;) — а] 
+ [V (b + rising (5 + rsing) - b}? < 1°, 


成 立即 可 . 因 
V (a + r,cosó,)(a + rzcosg:) — a > 0, 
V (b + risin0,)(0 + rsing) — b > 0, 
所 以 有 


СС Ст, созӣ, + а) (е; созӣ, + a) - а} 
+ [VCrisin + 5)(r;sin0, + b) - b]? 


< [mts *a) ы (r.cosó, + a) _ a] 


2 


《rising + Б) + (r,sing, + b) Ы 
+] posu] 
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_ [тусозб, + racosg: | d un + r;sin; ) 
* 2 2 
E + cos y А (= + sinô, ) 
2 2 
cos? 0, + cos 0; P зіп? 0, + sin 0, 
2 2 


x 


x -1, 


ЖОЕ 为 几何 凸 集 . 

对 于 其 它 情况 如 何 呢 ? 西藏 的 刘 保 乾 先 生 请 教 我 国 数学 家 、 数 学 软件 
BOTTEMA 研发 者 \ 成 都 科学 院 研究 员 杨 路 研究 员 和 他 的 博士 研究 生 夏 时 洪 
先生 ,他 们 凭借 过 硬 的 数学 分 析 能 力 和 BOTTEMA 软件 , 找 出 问题 1 和 2 的 
反例 .这 里 只 上 略 介绍 过 程 ,要 知 详情 ,请 参看 文献 [6] 和 [7]. 

问题 1 的 反例 : 


be = 


ayt z zy 
n: „sind, = 25, cos, = ہے‎ , sin, = کہ‎ Ty УЖ u 与 tan “о, 与 


tan 2 ,之 间 的 变换 不 是 一 一 对 应 ， 但 不 难 发 现 数组 (cos0, , sind, )  - oo < u 


<+ SRM Жей, „sin, ) 与 - eo < v< + oo 之 间 的 变换 是 一 一 对 
应 的 ,此 时 间 题 1 化 为 : 


dose DG yr e Ош 


«IE = A 
再 用 BOTTEMA 软件 搜索 边界 上 和 内 部 的 奇 点 ,发 现 共有 6 个 ,又 一 一 验证 ， 


找 出 了 反例 :u =8,v=1, 从 而 否定 了 问题 1. 
问题 2 的 反例 : 同样 也 得 到 了 反例 : 


a p 5285413 _ zd. 
а = b = “وچو‎ = Шу = 5, 
2 
其 中 相应 有 cosb, = EY: шї sind, at y ,с050, = m зеп, = Ds. 


杨 路 老师 还 给 出 了 问题 2 的 一 个 有 条 件 解答 ,笔者 把 其 整理 为 下 面 定理 . 
定理 2.2 &onfÜ >o > Er so MERI. IG a) + 
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(о-в ухва BAIE ab Rat oan. 


证 明 先 证 半圆 为 几何 凸 集 , 任 取 两 点 A (а + ricos, ,b + r, sinê, Fl B 
(а +r2cos9,,6b+r2sin9;), 其 中 0 三 9, ,90, 三 x ,下 面 只 要 证 


С( (a + ricos0, )(a + r;cos0,) ,/ (b + r,sinü, )(b + r;sin8,)) 


ERA, LMM Mo 代替 ,全 和 于 分 别 用 和 ,代替 ,此 时 有 a> 


óm >f ,0< r, r <1, ATARE 


LCV (a + ricos0, )(a + ricos) — а] 
+ [V + узіп) (Б + rsing) — b}? < 1. (2.3) 


CIDH OSO, SR E 


[(/(a + созбу )(a + созӣ,) — а]? 
+ [V (b + sinê, )(b + sin0,) - b}? < 1, 


设 w=tan D scan 从, 只 要 证 对 0<u,v<1, 有 
Ch ead на) шу 
1+и 1+y 
(GÀ «G2 +0) -6 «1 (2.4) 


成 立 , 即 只 要 证 下 面 两 式 成 立即 可 ， 


2u ‘2y а (и + у) Quit 12 À 
YT ga rat ра C9 
( A55 ya ea) say 
1+4 14» s 


_ (u + v) (uy + 1)? Я Du 
sl (1+ и (1+ 232 ` 02.6) 


而 对 于 (2.5) 和 (2.6) 式 ,在 a 之 4 和 5 之 4Y5 的 条 件 下 ,用 BOTTEMA 容易 
юш. 
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(1)45-<0,,0,<я i ш =хл-8,,1=1,2 则 ,0< o, <, 
(2.2) 式 化 为 
- (а = ricosw)(a — созе) ]? 
+ [V + тузїпө, (ê + r;sino;) - Б < 1 (2.7) 
只 要 证 
[а- (/ (a - соз, )(а — созш») ] 
+ [V (6 + sinw) (O + sino;) – b}? <1, 
eG Ca + созӣ, ) (a + cos) – а] 
+ [/ (b + sind, ) (5 + sinê) - b? < 1, (2.8) 


设 u = tan yv = tan 和 只 要 证 对 1 u,v 时 ,(2.4),(2.5) 和 (2.6) 式 成 立 ,在 


> Egy > E HF J BOTTEMA 容易 验证 . 


CUD 9, ,9; R— TAI TRUE T RAE UIT r 时 ,类 似 上 
面 (ii ) 的 讨论 ,在 此 从 略 . 

(IV) 对 于 0,,0, 二 者 中 有 角 为 r, 由 于 连续 性 ,不 难 知道 (2.3) 式 也 成 立 . 

再 证 系数 是 最 小 的 ,根据 以 上 分 析 , 只 要 考虑 (2.4) 式 对 任何 非 负数 u 和 
v 成 立即 可 . 又 


"T 
Jim ly «тл + "em *5)- -外 
2 


G2, + ۵) + b) -b 


йа, 2 A 
[ETE 


[2u 2» ,(.2u +, 2» y] 
1+u 1+ у + 1+u 1+ 


2и 2v 
С++ Су 


Г 4иу 2и 2v * 
Aa ENTS a Ey 2L 7 
Nar * TT METÀ 


+b) +b 


e+ Deos +0 +1 
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2u " 2v 
lea asy 
2 
putt uy us 
(1 + 4 )(1 + vy) 
(и + у) (шу + 1)* 
(1 + 4*)*(1 + O 


所 以 对 于 а 来 说 ,只 要 使 


Г-и? 1- NEU 
Gre 9r *a)-a) 


(и + о) (ио + 1)? 
Gr (1+) ^1 02:9) 


成 立即 可 ,用 BOTTEMA ЖЕГЕ (2.9) зї S6 LG a > r, 的 范 


围 可 同样 讨论 . 
杨 路 研究 员 借助 他 的 计算 机 ,还 给 出 了 以 下 定理 . 


定理 2.3 a> SS 3, gp д 


{(х,у)1!(х-а)#+(у-а)#<*',у>а| 
лч, н GOL 857 6713 gg i 


хта анне FARMERS SS 
重要 的 引 理 2.3 是 杨 路 研究 员 给 出 的 . 
引 理 2.1 KHaz>lbl,azlc| , 则 有 
[Vla +b)(a + с) - a] < [a - / (а =1 5 (a —1с1)1*.(2.10) 
EM b,c 同时 小 于 零 时 ,(2.10) 式 左右 边 相等 ,下 证 b,c 不 同时 小 
于 零 的 情形 .要 证 
-[V(a +b)(a +c) - а} + [a - / (а —1 Б 1)(а-1с1)} >0 
ӨГ (а + &)(а + с) - / (а —1Ь1)(а-—|с1)] 
х [а - V(a + Б) (а + с) +a — / (а —1 6 (a =I ce )]> 0, 
[Vla + 2) (а + с) - М Са — ТЬТ) Са - TcD 288 8 3E ft , Br VL ИШЕ 
a-V(a+b)(a+c)+a- у (а -ТЪ 1) (а -1с1) z0, 
移 项 平方 后 ,有 
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4a! > 2а? + ab + ac t bc - alb l-alci 
*lbc |+2 (a + b)(a + c) V(a -16 (a -1c1), 
€2a! > ab + ac + bc - al b|- al c |+| be | 
+2 (а + Б)(а + с) /(а-1Ь1)(а-1с1), (2.11) 
34 b,c 为 同时 非 负 时 ,化 为 
a! - bc > / (a! - (a - c), 
a* - 2a! ic + b à > а? - a (b + à) + e, 
上 式 显 然 成 立 . 
当 b.c 一 个 为 非 负 时 ,一 个 为 负 时 ,不 妨 设 c 为 负 , 则 (2.11) 式 化 为 
a +al c I> (a -bla -icy 
<a +al c|> Va'(a-Icly 
«а +l c 12 /(a -I c 1. 


上 式 显 然 成 立 . 

引 理 2.2. #а>ь>0,а>с>0, RK 

f(a) = a - V(a - b)(a = с) 

为 减 函数 . 

证 明 因 

2a-b-c 
f (a) -i-3VáG-5G-55** 
©? V (a - b)(a - с) € (a - b) + (a - c), 

上 式 显然 成 立 , 所 以 /(а)Ж a 的 减 函数 . 


引 理 2.3 Ü a2/2,,0x0,,06, 55 JI 
[a -/ (a - cos, )(a = созӣ,)}? 


+ [a - /(a - sinê, )(a = sin6,)  & 1, _ (2.12) 
且 满 足 (2.12) 的 a 的 最 小 值 为 /2. 


EM usun. =u FR Ou o1, Q.12) 4E 


- 2 一 А 
(efe EFE) 


2и 2v y 
+ (a- (a = pitaa - 2*9) Si 
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剩 下 的 用 BOTTEMA 容易 证 明 ( 共 花 时 55 Ej). 
定理 2.4 % c>V2r,5>V2Ir 时 , 则 圆 
I(z,y) 1 (z-a) +(y- 5) < | 
为 几何 凸 集 , 且 系数 V2 是 最 小 的 
EM 从 定理 2.2 的 证 明 过 程 来 看 ,只 要 证 当 a2/2,b2>/2,0< r, ,r,< 
1,0<0,,0,<2x ,时 ,有 
[Vla + ricos )(a + r;cos0,) – а}? 
+ [V (P + тузїпб,)(® + rsing) - b}? < 1, 
成 立即 可 . 
由 引 理 2.1 知 只 要 证 


[a - /(a =| ғ, созд, 1)(а — | rzcos@, 1) )? 
+ [5 - / (5 -T risin0, 1) (Б =| rsing D] «1 
[а - /(a =1 cos, I) (a -I cost, 1) ]? 
+ [b - / (5 =1 sind, (5 -l sinô, DI < 1, 
此 时 不 妨 设 52a, 83138 2.2 的 结论 , 知 只 要 证 
- v(a = | созбу 1) (а =1 cos, DT 
+ [a - / (a =1 sinê, 1) (а =| sinê, D € 1, 
再 由 引 理 2.3 上 式 成 立 . 
Eis Ramha220204-1250522 MARE ÈC as 
r 为 几何 凸 集 . 
定理 2.5 的 证 明 将 在 第 五 章 里 给 出 . 


定理 2.6 B 123,4, 20,6, >0,5:22->0,:=1,2,--,п, ШЛА 


оа уа 
EUIS SPANAR. ; : anta $i разі 


证 明 елек Ea <, 为 E , 则 
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sch ug 
X Ip 
ex x) x 

由 多 之 2r >0,i=1,2,…,n, 和 定理 2.5 知 


= I р) | (zz z, € El 
为 几何 凸 集 , 由 定理 1.8 30 E 也 为 几何 凸 集 - 
结合 定理 2.4 和 定理 2.5 的 证 明 ,容易 得 到 : 
(2-а) 


推论 2.1 ба, >0, Б, 20,22 2r >0, i-1,2, WRIST + 
bi 


ы aco 为 几何 凸 集 . 
МЕЕРИ. (1) 圆 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 为 什么 ? 
Mik а>1,ь>1,0<0, ‚6, <2-,{й 
(а = созб, ) (а — cos, ) }? 
+ [b - / (b = sinê, )(5 = sind) 1 


成 立 的 与 ,b 有 关 的 充 要 条 件 为 什么 ? 
(2) 能 不 能 用 人 工 思维 证 明 引 理 2.3. 
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ШЕЕ R ECR., УЛИ, f:E—(0, —— dim 
r€E,y€E, Ж flay Ds TG. 则 对 任意 自然 数 8282, ER A € 
R.. sh EE, i712, von SER =1 时 ,有 ^ ` 
ae) < fh OG) (ha) fs (h, sid 
证 明 SEINE SER zC E SC EN аж 
Faty?) = /7(2)/G), 
іу yf гечи n» 


fy) Boy, 
zy RA 2,8 za iW 
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f(ztyt)< f GG), 
反复 使 用 以 上 两 种 变换 ,得 到 所 有 不 等 式 中 的 z HRIH ДОР m =1,2, 
3,72 -1,n=1,2,3,…, 其 中 详细 过 程 类 似 于 第 一 章 定理 2.1 的 证 明 , 故 


并 的 指数 集 为 [0,1] 的 稠密 集 , 当 A; >0,i=1,2, 5А =1, 根 据 连 续 函 数 的 性 
质 , 有 


fz n5) < Р (r) (za). 
对 于 n22 的 一 般 情形 ,有 


fU hh 

<. OU mn) 

= f LAAPE OT sapay soms 

< f (RFR (h үт геа И Жылы] 


d (h) 5 Cha) fA (RTE ы 
ze 
< ^ (hi) fu Cha) fe (a) P7877 (А) 
= f (RDF Oy f Oa f (h). 
定义 3.1 Й ЕСЕ, ЛИЖ, f: E- (0, oo) 为 连续 函数 , 若 以 下 
条 件 之 一 成 立 ， po ug 
CI MER zy € ER FG yt) SV FEO). 
(ü MER a€([0,1], 2, 5€ Eia B-1- a8 
Ку) < Р(х) Р). 
(ERRARE 22,420, € E i 1,2, n MALE LIEU 
FU hh Hh) < P Chi) P? OS f Chn). 
MPR f NE 上 的 几何 凸 函数 , 当 不 等 式 反 向 时 , 则 称 f A E БЛАТ. 
Cil c Cii ) 成 立 一 ( 1 ) 成 立 ,这 是 明显 的 ,由 引 理 3.1 知 ( | JE 
( ü ) 成 立 , 所 以 以 上 三 个 条 件 是 等 价 的 . 
例 1 求证 :函数 f(r) = rittt an ÆR, BJL 


EOE у#ЛЛ## T 


AKM. 
EM ER r=lr rr, ) ER ,у= (yyy) Е", 


aiyb = (SRR San ED. 
Кау) афу + zły? + + rta? 
(акаев) (ужур + yi 
= Vf(z)fG). 
例 2 求证 :函数 fn rz) = ricosz Æ (0,5) X (0,2) БЕЛИМ 
Ж. 
证 明 GR z= (zy za), = (у, у:),0< zin < FOS <, 
则 
aty? = (тууу, жуз), 
flety?) = V Tiy cos V хуу, 


根据 第 二 章 推论 3.1 有 
зіу) = ST yi cos iyi 
< хуу /cosz; cosy, = /f(z)f(y), 
故 结论 得 证 . 
XT on 维 几何 凸凹 函数 也 有 以 下 性 质 、 
定理 3.1 设 E(CR' ) 为 几何 凸 集 , 亡 , 户 N E БЮЛ, f, 
АЖЕ БЮЛ, Д 


1 1 
(i FE E БЮЛ, TJ E EHLI RK. 
Cl) GO f GS E БЕЛТ Й, f (x) f(x) E БАЛЧ 


ж. 
(og к влета, P E 上 的 几何 站 函数 
AG) UG ак. 


定理 3.1 证 略 . 
定理 3.2 设 刀 ,万 是 E(SR',) 上 的 几何 凸 函 数 ， 户 ,大 是 E(GR ,) 


LANARK, e >0 AEG HS lz € E}, 
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Сї) (х) ЖЕ ЕЛ. ВЖ, cf (x) Æ E БЮЛ. 
(ii fı Ссс) H БЕЛИ Ф, f; (cz (FE H БЕЛИТ. 
(iji Je + А (х) E БЕЛЕ ВЖ. 
(№) у, (х) св, с- 5, (х) ж E БЮЛ; 4 f,(z)2 c >0 
时 , 户 (z)-c 是 已 上 的 几何 四 函数 . 
证 明 显然 H 为 几何 凸 集 , 
CIRA, 
Cil MEX z,y€ H, A 
Аба у?) = f GG) < V GG. 
故 广 (cz) 是 互 上 的 几何 凸 函数 , 同 理 f, (ст) Н EM JL MN RK. 
Cil Jc + f(z) 是 几何 凸 函 数 ,等 价 于 
склау) < ex AG) le F OD 
<=с + /f.(z)f,(y) < /с + fiz) /с + f, (y) 
ex! +2c /f.(z)f,(y) + fii) fi) 
< c +c(f,(z)+ fy) + AGO), (3.1) 
fi(z)fi(y) € filz) + fio», 
最 后 一 式 显 然 成 立 . 
(IV )3S UT Cli ) 的 证 明 ,在 此 从 略 . 
可 以 发 现 ,这 些 定理 是 一 维 中 有 关 定 理 的 平行 推广 ， 其 证 明 也 是 平行 的 ， 
所 以 以 下 几 个 定理 不 再 证 明 . 
ү B r=, En) yE NI) ER" ERA z, 
2y, (i=1,2, =, n) Ж >y. Mc 
Aie Ў ЕСК", f:E>R, 
CIS T ®›уЄЕ,х>у,Җ ЯН FZO), T тавиж 
иа. 
(i) 车 对 于 z, y€ E, 22 y BER дег); Ий f EE LER 
减 函数 . i ' 
定理 3.3 设 c>0 为 常数 ， Р I 
Е = [а,,6,] X Lj 1] х x [a, sb, ISR., И 
а, >cybi(=1,2,…,m) 为 有 限 或 正 无 穷 , 记 c= (cc,… ve), 设 H= Gar 
zEE}, ` .% à Е 
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(1) 著 /是 E 上 的 单调 递增 的 几何 凸 函数 , 则 f(x + c(t Н EFE JLT 
DK 

СП) f ЖЕ Е@ WIRE АОЛ MRK, Mm) /(х+с)®& H ЕЛ. P 
函数 . 

定理 3.4 设 < 二 0 为 常数 ， 

Е = [ai bil х [а,,6,])х x [a,,b,] C R^, 

Qi 之 c,bi(i=1,2,…,n), 为 有 限 或 正 无 穷 , 记 c=(c,c,…,c), 设 ,H= |z +Ç 
\хЄЕ}, 

(1 ) 若 了 是 已 上 的 单调 递减 的 几何 凸 函数 , 则 f(z — CFE H FE JLI 
函数 . 

Ci ) 若 了 是 已 上 的 单调 递增 的 几何 止 函数 , 则 f(xz с) НЛА 
函数 . 

定理 3.5 车 c>0,a,>0,6,>0,i=1,2,…,n， 

E=[a,b]x[a,,b,] Xx x [a,,b,] 
S [0,с) x [0,с) x x [0,c], 
їс = (ec) H9 lc- zIx€El, 
(i)f 是 已 上 的 单调 递减 的 几何 凸 函数 , 则 Сс oz) E H EJLA A ER 


(il Jf Xk E 上 的 单调 递增 的 几何 乌 函数 , 则 (с с) H FE JLT Ml 


ETT 

Н = [e - bsc - ax [e - bc- a] x x T8 Bie 2 a,], 
M H ЛАЖ. Жс 

CI MER z, yE HHRH х,уЄ К. ;又 E 

P-xkybm(-idu HUS C 

Еу) AE- HE y < УУТ BARS 
则 СС х) аЛ йй. Au 

Ciawi: SS EC om 

яшен 3.2 BCDROORAUTERRA RR EA E 
完成 证 明 . 

жиз (Паллас: калилан,я у, ёа? E 
的 几何 西 函数 . 
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Cil )# f R&E(C R^.) БЮЛ, g JE E(S RA.) E B JUI ER 
Ж.Н f(z=)>g(z),W|) f(r) g(r) E EM JLI RM. 
推论 3.1 X ffo f, EE(GCRY , ) 上 的 几何 凸 函数 ,al ,as av 


DERE RIS a, алтай. 

关于 复合 函数 的 几何 凸 思 性 ,同样 有 以 下 结果 ,证 明 略 . 

定理 3.7 fı Æ ECR, ) 上 的 几何 凸 函数 , f, E: E(C R". , ) 上 的 几 
MR, f 是 (ae b) E BUG fa (f (DM 户 ( 户 (z)) 都 有 意义 ， 

CL f, 是 单调 递增 的 几何 凸 函数 , 则 f (f, (z) E ЕЮ ЛЖ 
ж. 

CIO f, 是 单调 递减 的 几何 四 函数 , 则 f (f, СЕ) E Е@Л R 
ж. 
ODE fo C) RI B3838 AS JLI I RK RI 户 ( 户 (z)) 是 已 上 的 几何 四 

函数 . 

(E 广 (z) 是 单调 递减 的 几何 凸 函数 , 则 СА СЕ) E БЛАТА 
函数 . 

推论 3.2 (DUE EJUS COO 为 常数 , 则 Е БЮЛ 
RM. 

《1 ) 若 了 是 几何 四 函数 ,c >0 为 常数 , 则 F ЖЕ 上 的 几何 四 函数 . 

证 明 由 于 函数 = (O, + oo ) 在 是 单调 递增 的 几何 凸 函数 ,又 是 几何 
加 函数 ,根据 定理 3.7 的 ( | ) 和 (ii ) 可 知 推论 成 立 . 

以 下 几 个 定理 为 显然 的 . 

定理 3.8 设 几何 凸 (四 ) 函 数列 1 帮 (z)132 在 ECR, LAEE 
收敛 于 连续 函数 (2), M /也 是 E ЕШЮ ЛАО) ЖЖ. 


推论 3.3 LI ЈУ, (х) ТОЕ ЕСЕТ, EAEL BN, 
(aE E E—EUKSUF (х) f ЖЕ 上 的 几何 凸 函 数 . 


第 四 节 ”不 同 维 几何 凸 函 数 之 间 的 一 些 关 系 


先 研究 几何 凸 集 的 投影 , 设 ЕСЕТ. ,了 为 {1,2,…,n| 的 任 一 非 空子 集 ， 
元 素 个 数 设 为 r,T= |1,2,…,n| 了, 任 取 一 向 量 z, € E, NF EL-Íz€E 
lz 与 ze 关于 了 中 的 分 量 相等 | 为 下 沿 zo EI ERE. 
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引 理 4.1 设 ECR" ,为 几何 凸 集 ,I 为 {1,2,…,n| 的 任 一 非 空子 集 , 任 
取 一 向 量 z, € EQ E, 也 为 几何 凸 集 . 


证 明 任 取 z,yE E! CSE, 因 E(CR',) 为 几何 是 集 ,所 以 zi yi EE, 


AHF x,y 与 ze 关于 I 中 的 分 量 相等 , 则 zt у! 5 z。 关 于 了 中 的 分 量 相等 ， 
zy EEL. 
定理 4.1 i fE E(C R. , ) 上 的 几何 凸 函数 ，7 %11,2, n) KES 
子 集 , 任 取 一 向 量 z,EE, 则 f E E}, 上 的 限制 是 几何 凸 函数 . 
若 ! 中 元 素 个 数 设 为 >, 此 时 对 于 函数 f, 自 变量 中 有 n-r 个 为 常量 ,/ 
在 E', 上 的 限制 是 x 维 几何 凸 函数 
定理 4.2 (i ) 设 用 (z) 是 有 H(SR",) 上 的 几何 是 函数 ,f,(y) 是 E( 刁 
R",) 上 的 几何 是 函数 , 则 f(z) + fi) file) fally) HX E ЕЛ. s 
函数 . 
(ї)# fı (2) ж НОСЕ". ) 上 的 几何 四 函数 , 户 (y) 是 ESR”, БЛ, 
何止 函数 , 则 f,(z)f,(y) 是 HX E КЕЛАТ. 
证 明 根据 本 章 引 理 1.1 AD H x E УЛ ЛЖ. 
CD fe) = f(z) + f(y) ВЕ 
m = (иү,и,),п = (u,v) € H x E, 
则 有 
fmn) = fi Qi) + fa Cu e) 
fu Fv) + AGO AG) 
Dp) + Qa GG) + fO = f (nf (n). 


其 中 (4.1) 式 由 Holder 不 等 式 得 到 .根据 定义 易 知 f,(z)f,(y) 是 HxE L 
的 几何 凸 函 数 AHEM. 

Cil ) 也 为 易 证 ,在 此 略 . 

推论 4.1 ICR...) AAKA, f EI EJL) RA, R 
РС) РС) Са) Г ЕВЛИ (D) RC 

推论 4.2 KCR. ATEM, г ЕЛ, WRK r 
(zı) + f(z) +++ + /(х„)Ж& P ЕВЛИ 8. 

关于 f(z + za + zw) 的 几何 凸 四 性 ,这 里 有 : 
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定理 4.3 (1) fg IER.) Б ЖЮЛ, x = (zi， 
ry z.) WER g(z)= f(z + z, + = + z.) SIT: RTT. 
Cil) fF & ICCR..) Ef A ЮЛИ, m (r1, 2, °, 
zw), 则 g(x) = f(z + za + +a) I" EMIL MIR. 
证 明 先 证 了 是 几何 凸 函数 的 情形 , 任 取向 量 z = (zi,zz…，,zw),y= 
Gi» у, JET ,WJ 
g(x1yl)9 f(V zio, + xis + == + EL) 
< fz + za ++ + z, VN ty + + y,) 
Xf tune xf + у, + + y.) 
= laf). 
故 g 是 上 的 几何 凸 函数 , 同 理 可 证 f AÈ JU AA АЖ, FE Jt. DARE. 
例 1 设 T(z) 是 (0, + ce) 上 的 Gamma 函数 ,其 在 ao( 参 见 第 三 章 第 四 
节 ) 处 取 最 小 值 , 则 TC p + сд) (ао, + оо) X (a, + ce) 上 的 几何 凸 函数 . 
证 明 是 容易 的 , 因 T(z) 在 (0.217, + cc) 上 是 几何 凸 函数 ,在 (co, + оо) 
上 是 单调 递增 的 ,再 由 定理 4.3 推 得 即 可 . 


第 五 节 ”高 维 几何 凸 函数 的 一 个 判别 法 则 


从 定义 上 判别 高 维 几 何 凸 函数 ,在 许多 情况 下 同样 是 难以 办 到 的 ,这 里 将 
给 出 一 个 判别 法 则 . 
定理 5.1 (i ) 设 f(z) 是 E(SR",) 上 的 几何 凸 (四 ) 函 数 , 则 Inf(e*) 
是 InE= llnz| z € E| Ef fs (I) RC. 
Cil) g(z) 是 АСЕКЕ ожа e" = {e ТЄН! 
上 的 几何 凸 (四 ) 函 数 . sataa % 
ША 仅 证 凸 的 情形 . E 
(i MEX z,yElnE , d е,еЄЕ, Ц 
Infl) = Inf(e*e*) = Inf((e*)* (65) (Ru 
X In f (e) (е)) = alnf(e*)i+ glnf(e); 
Шуе) ЊЕ 上 的 凸 函数 . IE o isddn 
Cil HEM z,y€ e" ,有 Inz,Iny€ H, 所 以 
esta) = quier py) < palar) (lay) 
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= ¿tan A) = [во Je ] tie? ә, 
A e" 是 e” 上 的 几何 凸 函数 . 
判别 一 个 函数 为 高 维 凸 ( 止 ) 函 数 方法 很 多 ,这 样 我 们 可 以 通过 定理 5.1, 
得 到 一 些 几何 凸 ( 凹 ) 函 数 的 判别 方法 ,下 面 这 一 种 最 常见 . 
定理 5.2 设 f: HC R',, (0, + о), АИ, 
CSS 


BACLA-UY РАСЛА з РАА 


Faih PPa Eh- Y = PAK. 


ШЫЛА f. fa Á f. ff. +£ fy 
为 半 正定 , 则 f 是 几何 凸 函数 ,反之 亦 然 . 
(= 
РАЖДАТ? А-АА з fuc 
大 万 -AR Pih UY — РААД 
АА-АА f. fa = fif. Ffa t ER- 
为 半 负 定 , 则 АЛА LZR. 


证 明 DLE ) ,根据 定理 5.1, 欲 证 /是 几何 凸 函数 ,只 要 证 nr(e) 
是 西 函数 即 可 ,由 第 一 章 的 定理 2.3 si aan (“Шаб |e R"…" 为 半 正 
定 的 ,而 : 


anf) _ HDs, ._,„.. 
ду, TU Hine "m. 


а (InfCe )) 


yi " 
LG GO + еее) enc) flet 
fen а 
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PSE) _ (ef. (e) + efi (e) f(e) = e (f. (e))° 


дуў f (e) 
且 

а (ау (е) _ eefcofe)-eefcei) 

3x3» Шей И 
iyj = 1,2,7, п,і зё j, 
所 以 
E 
дуду; 
ААДА ene f. - f 


буз fa АЛ om eU fo f. СП 
考虑 顺序 主子 式 ,在 第 一 行 第 一 列 中 各 提取 e ,在 第 二 行 第 二 列 中 各 提取 
e^ , 依 此 类 推 , 不 改变 各 阶 顺 序 主子 式 的 正 负 性 , 故 只 要 证 矩阵 


Ffar ER- — ffe 


ff 00 f: fs + r. (RY 
是 半 正 定性 的 . 令 z= (i=1,2,…,n), 只 要 证 
ОНЕГА 


ПОЛЗА т Fo fat ER- EY 
是 半 正定 的 ,根据 题 意 ,命题 成 立 . 反 之 也 容易 证 ,在 此 从 略 ， 


例 1 ERE (Gs) e + з, RUE 00,3] xL o) E 
лае ай. 


BAË NEALE 87 


证 明 显然 有 
$ А +1 
Аба) = р Аба) =- Cy 1 
Falaise) = 0, falziz:) =- = 
А _ 2(х,+1) 
(заа) = D 
进而 有 
ر‎ + eq Eti meld 
f fu tr Go on zı z2 +1 
1 zi +z +1 
——— 


Gi *1) nla +1) 


tof f а (241 L MSN: СЕЕ 
f: fÚa - fAfa = 人 =+ 
.[1- zi+l _ 2ху-х, +1 
Съ DU = (ey 
f'fa + É, (fy 
2 
z +1 2(z + 1) Zi +1 
Grates on tip 
E а а E 
аж 1 сету) 


хх + 412 + 72113 +723 + 41103 t 4 — zl z,‏ ے 
x(x: + 1)° *‏ 


所 以 有 
ЕНГА 


АТАА fifo tn GY 
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тї+т,+1 2хү-х,+1 

тү(т, + 1)? (z; +1)? 

22z +1 4r} + 42 + Tra + 7z + Aziz t dz; — ES 
(z, + 1)° x(x: + 1)“ 


要 验证 上 和 矩阵 为 半 正 定 阵 , 只 要 证 
(zi+zz+l)(4rirz+4z+7zriz+7z+4rr+4r 一 zi 一 zi) 
= 12,0221 - zı +1) <0 
4304212) + 42) + 72122 + Tal + 4211) +415 ¬ z? — mi) 

— ziz} +2лух}(2х, +1)- хх, (221+ 1) <0 
@Lllz,z; + 1221 + 232111 + 21z3 + 122122 

+125, -3zi — 3z, + 427 хух,(2х +1) > 0 
Ellr, z + 120, + 232, x, + 215, + 12012, + 122; 

- 321 - 3z, + 4212: - 4102) - 4105) - хул, 20 
«115123 + 12х; + 222,0 +212; 

+ 12512. + 122. — 3z} - 3z, - 4z1z, >0 
«112,2, + 122, + 225123 +215, + 122123 

+122, - 9z, -3z, - 36,2, > 0 
<=9хл\х, + 45х, - 122, 20, 

因 z,20,2,21,J/8 — 5A JE SL PA %,Ж| ИЖ 5.2 ЖИЕ. 

#2 REKE fle zanz) o È Sanz, XR а, = a, RIE: f 是 

R" ,上 的 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 为 a 二 0,i,j 91,2, n. 

证 明 充分 性 . 因 as 之 0,i,j=1,2,… n BEA аха, 为 几何 凸 函数 ,由 
定理 4.2 知 ,f(z zin) Daza, 为 几何 凸 函数 ， 
必要 性 . 因 f 在 R", 上 为 几何 凸 函数 ,所 以 任 取 z= (zt x2 z.) € 

R", 有 d: 


тоох.) = > Уа; 20, 
= = 


AT au, C01 n) , 则 为 的 一 次 多 项 式 ,其 系数 X 2, z, EE 
为 正 (不 然 可 取 zu 足 够 大 ,可 使 f HR), FERA 2a, (jio) HERRA 
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取 相应 的 z EEK, SIE X 2a, z, Й), На, 20: FEB а, #0 时 ， 


0 


fiGr animan) = Хау, fi Gr zz) 72a, BED 
Ёл? 
L ; S ausis 
= 2an У Dan, - Саза) + В У) agn, 


= 1 ft. fst 


nU fat £f. = (1 
= зала, Y) Dayzz - ni (aun) + Удала, Ў Уау, 


(5.1) 
又 据 定理 5.2 知 


Ffar ER- RP с Pfa hi 


ТАА = Fe far Ef - Y 
DIFERE, ffa +Z - (f. 为 非 负 , 即 y lf f +£ (及)?] 为 
非 负 , 若 az 天 0,(5.1) 式 的 右边 的 z, 的 最 高 次 为 3 次 ,系数 是 Zanan , 故 有 
2аа220,а,,20;# а =0, 此 时 az 二 0 已 证 , 即 总 有 ai 二 0; 同 样 道理 可 
证 所 有 的 a, >0. 

几何 凸 函数 理论 只 有 与 控制 不 等 式 理论 相 结合 ,才能 发 挥 巨大 作用 .以 下 
定义 可 见 [14] 和 [18]. 
定义 5,1 设 | 
ж = (zirT) € EC Ru = (узу y) € E, 
把 x,y 中 的 分 量 从 大 到 小 重 排列 后 , 记 为 (ztm ,zt ,… zj) 和 (yi, e) 
Зеу), PR is 


JI zis 2 П», k = 1,2--n — 1, 
8 (5.2) 


Xam". = уугу,» 
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此 称 (zi ra, ) 对 数控 制 (y ys y ЗЕ Inz Iny. 

说 明定 义 中 的 记 法 , 若 

z = (zaza) € Rory = (yiya ) Є Кї, 

对 (5.2) 的 n -1 个 式 子 两 边 取 对 数 ,不 难 发 觉 (Inz, Inz, lnx, ) 控 制 
(iny; „пуз, ,lny, ). 

定理 5.3 设 E( 己 R",) 为 对 称 的 几何 凸 集 ,+z,y€EE, 且 Inzx>Iny， 

( 1) 车 对 称 函数 f ЖЕ 上 的 几何 凸 函数 , 则 f(x) fO) ,等 式 成 立 当 且 
仅 当 z=y. 

Cl ) 若 对 称 函 数 f(z ) 为 下 上 的 几何 止 函数 , 则 f(z) 三 f(y) 等 式 成 立 
当 且 仅 当 z=y. 

证 明 当 f(z) 为 几何 凸 函数 时 , 据 定理 5.1,Inf(e”) 为 InH= [Ine |z E 
刀 | 上 的 凸 函数 ,由 Inz > ny 和 第 一 章 的 定理 3.3, 有 Inf Ce" ) 21у (e), 
Inf(z)ZlnfCy) , f(x) 2 f Cy) E138 nT IFE EMR — 884). 

fies. (1 ) 设 了 为 IER,, 上 的 几何 凸 函 数 ,z= (zi rta) 
€l',yzGo»»)€Dr ,InzIny, WA 

Fead flre flen) 2 fn fon) fy). 
(1) 反之 , 若 f AICR., ЕЛ ДЇЇ SK ДЕА CLE 
f(z.)f(z,)-: f(z,) € fif fy,). 
下 面 仅 证 ( i ) ,我 们 给 出 两 种 不 同 的 证 法 ,其 中 证 法 一 可 见 文 [18] . 
证 法 一 (i) 因 lnz>lny,, 由 文 [15] 知 存在 实 双 随 机 和 矩阵 已 ,使 得 
Iny = InzP, 

id Р=(р,) ЄЕК" (1, 21,2," n), Ji f sl 


Iny, = Ўрик, = In( zv rgo ertu), 
у = atu apata, 
由 于 f 是 几何 凸 函数 , 且 p+ put py=1(j=1,2,…,n), 扬 以” 
f(x) = frn xi at) < fu (ж) Gi f,), 
fO) = fre ain aa) < fra Gn) 2 Gn) f (n), 


fO) = Рае aberat) < fh) fh Gui) f Gn), 
E n RARA 
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РОО) < fS GO (a) (a), 
又 由 已 为 双 随 机 和 矩阵 ,从 而 


x, =1( = 1,2,--,n), 
所 以 有 
Fy fiv fO) < fi fiai) f(z,) 

结论 ( i ) 得 证 . 

证 明 二 A f(z,),f(z;),…,f(zx,) 都 是 1 上 的 几何 凸 函 数 , 所 以 f 
(x1)f(z2)…f(z,) 是 I". 上 的 几何 凸 函数 ,再 由 定理 5.3 即 知 结论 成 立 . 

推论 5.2 (1 ) 设 是 (0,A] 上 的 几何 凸 函 数 , 且 实 数 a € (0,4]， 
жуулуу x, € (0,.a],n22,W 


f^) f (BE J> p f(z (zo). 
(ii ) 反 之 ,车 是 (0,A] 上 的 几何 中 函数 , 则 上 不 等 式 反 向 成 立 . 


nr 


其 实 此 时 易 证 (a ,a ,…,a， 型 加) 指数 控制 (z, ,zx，，…, xz,), 再 由 
Garay 


Бы 
推论 5.1 可 推 知 推论 5.2 成 立 . z 

定理 5.4( Karamata 控制 不 等 式 ) ” 设 两 个 实数 列 (a, La; a, Mb, 
bar b, ) 满 足 条 件 


а 2а: 2 2 а,, 
bı 2 bı 2 db,» 


à n 
$a 2 Da üxkzna-D, 
я £t 


>a, = Уһ. 
(1 )# g 是 凸 函数 , 则 有 : 
glai) + g(aj) ++ + g(a,) > g(b,) + g(b) ++  g(b,). 
Ci) # g RURA, WA _ ý 
glai) + g(a) += + g(a,) S gU) + g(b)) + + g(b,). 
EM 只 需 证 明 ( i ) , 设 
х, = е“ ,у, = e^ a; = Inz,,b, = lny;,(i = 152,7,2),^ 


显然 (zz; ，,… ,x, ) 对 数控 制 (y, ys 0 ,因为 z ЖЕЛЕ, ВТ en 


92 ATG ÄH 


为 几何 凸 函 数 ,又 由 推论 5.1 知 


An) „бөл... اام‎ 过 pela) qa ley) uu oal) 
E ED M 


ОРНА 3 


glai) + g(a) + + g(a,) > g(b,) + д(Ь,) + + g(b,). 
对 于 (ii ) ,同样 可 用 推论 5.2 的 ( ii) 证 明 . 
同样 也 可 以 用 定理 5.4 证 明 推 论 5.1. 
ЖАЯ (i) 因 lnz>lny, 所 以 
(Inz, ахз," Пах, ) > (lny „ау, ,lny,)， 
又 (2) 为 几何 凸 函数 ,Inf(e') 为 凸 函 数 ,由 Karamata 控制 不 等 式 知 
Inf(e™™) + ауен)  - + Inf(e" ) 
> Inf(e ^n) + Inf(e") +++ (ей), 
In[f(z,)f(z,)--: f(z,)] > In[ f(y,) fO f(y,)], 
fz)f(z2a) fz) fifi fO). 
由 此 可 见 , 定 理 5.4 与 推论 5.1 是 等 价 的 . 
$1377. 设 z,yER", ,Inz>lny,a 为 实数 ， А 
П + 1) > Ho: +1), 


等 式 成 立 当 且 仅 当 r= y. 

EM 容易 验证 $(:)= 1° +1 是 尺 ,, 上 的 几何 是 函数 ,由 推论 5.1 可 证 
命题 成 立 . p 

#4"! B y-$(0JE R.. БЮЛ ,0<а, Sa a, 0< 


b <b,<---<5, , 则 有 
Тав) > IG) > ][$Ghscds G5.3) 


I[(«5. +1 > es, "о> Дея (5.4) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 ai = 6,(i=1,2,…,n). ЫП + BRI 
证 明 此 时 (a,b,,…,a2b2 ,a1b1 нена, b, v mab at M 


据 第 一 章 的 定理 A 
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(Ina, + Inb, ,*,Ina; + 1пб, „па, + Inb, ) 
控制 
(Ina, + Inb, ,**,Ina; + Ino, , ,lna + Inb,), 
由 推论 5.1 知 (5.3) 式 成 立 ;再 令 y= $(+)=t+1 即 知 (5.4) 式 成 立 . 
01570 设 x,y,z>0, 则 有 


yt eR) 
3 3 


/Оху,х, ze) = z+ z; + + n 


为 R' ,上 的 几何 凸 函 数 , 由 第 三 章 推论 5.2 即 知 . 


SEAT “几何 凸 函数 与 Holder 不 等 式 


在 本 节 中 ,要 闸 述 几何 凸 函数 与 Holder 不 等 式 的 关系 , 先 介绍 一 下 由 杨 
定 华 先生 给 出 的 Holder 不 等 式 的 一 个 证 明 方法 . 
定理 6.1( Holder RER) Res ЄЕ.(Ф=1,2,-,л),р>1, +L 
=1, 则 有 
(Gt aft xD OE yp yt 
D y + ry +e + Lyn 
EM Baslar) ER, GT 1,2,7,2) 2 (0, + o) E 
是 几何 凸 函 数 ,由 推论 4.5 知 n 元 函数 f(z) r + z, kera Et 
©)" 上 也 是 几何 凸 函数 ,因此 f RM 
LANTEL] > f(zy), ; 
整理 即 知 定理 对 于 zx, ,y, € R.. (712, уя), ЖИ more R. (i 
=1,2,…,n) 的 情形 ,只 要 菜 些 z, y, 取 极 限 即 可 . 
由 于 两 几何 凸 函数 之 和 仍 为 几何 凸 函 数 的 证 明 中 ,用 到 了 Holder 不 等 
式 ,为 了 避免 循环 论证 , 杨 定 华 先生 用 本 章 定义 3.1 的 ( 1 ) 来 证 f(z)= z, + 
жже + z, 的 几何 凸 性 的 .其 实 у(х) = z, + z; +… + z, 的 几何 本 性 的 也 
可 用 本 章 的 定理 5.2 .来 证 明 , 因 相对 应 的 矩阵 为 。 
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fli 


x, 


(6.1) 


只 要 证 其 为 半 正 定 阵 即 可 , 即 只 要 证 其 所 有 顺序 主子 式 为 非 负 , 先 考 虑 其 n 
阶 顺序 主子 式 . (6.1) 式 中 每 一 行 减 去 第 一 行 , 得 


| -1 

х\ 

Д i 
i Xi 

M EP 工 


再 第 一 列 加 上 第 二 列 的 于 倍 ， 第 一 列 加 ЕЖЕ, es 


x, 


f£.mog..,. 24 -1| fo -1 =i 
ži ду £i 
£ 
0 £ 0 ° z; ° 
EM = 6 
FA 
0 о £ 9 E 


а, 
由 于 上 述 几 个 行 变 换 没有 改变 (6.1) 的 行列 式 的 值 ,所 以 (6.1) 的 行列 式 为 0， 
同样 可 知 其 其 他 二 阶 以 上 顺序 主子 式 均 为 零 , 故 x, + za + + z, 为 几何 凸 


Ж. : 
本 章 定义 3.1 的 ( ii ) 中 的 不 等 式 为 : 


Каа?) < f Gf» 


fG Y rien 


СУС zi Te) fon aset od Y^ $6.2) 
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将 xu! 分别 用 xz,,y,(i=1,2,…,n) 替 代 , 则 有 
FCE Yi E292 xy.) 
< UG xen [fyb ,yb УРО", (6.3) 
此 时 我 们 与 Holder 不 等 式 相 比较 ,就 会 发 现 几 何 凸 函数 的 定义 是 Holder 不 
等 式 在 某 种 意义 上 的 推广 ! 也 揭示 了 Holder 不 等 式 的 本 质 , 即 Holder 不 等 
式 所 以 成 立 ,是 因为 zx + z; ++ z, 在 (0, + оо)" 上 是 几何 凸 函数 .所 以 用 
Hólder 不 等 式 解决 的 问题 ,也 能 用 几何 凸 函 数 的 方法 解决 . 
9 xy >0,i=1,2,…,nm, 当 三 在 (0,+co)” 上 是 几何 四 函数 时 ,有 
fV Y xi emn) 
2 [f(z,,z,,"",z.)]° ib». (6.4) 


FG yi zii xy.) 


2fGtxfesaiMYdfobRePeuyD. (9 
下 面 的 定理 6.2 为 文 [44] 中 的 主要 结果 ,下 用 上 述 方法 来 证 明 ,显然 这 里 
的 证 明 简单 得 多 . 
正 数 a,6 的 广义 对 数 平均 S,(a ,5) 定 义 为 ([5] 的 P41): 


П 
в-а үт 
(5555) 732 0,1,а 97 Ь, 
b-a 
=, т = 0,а b, 
S, (a,b) = In^ - Ina 
1 
^ a 
BUE piradi 
a, a=b, 


定理 6.2 R p>1, RENE 


(i)3 r>-1B, 有 
5,(а16,,а6,) < (S, Cat, a$)? {5,(Ь ,69)]5. 
(iil )34 r< -=-1 时 ,有 
S, (а,Ь, ab) > [5,(а},а@]# + [8,(Ь ‚1+. 
证 明 注意 (6.3) 式 和 (6.5) 式 , 欲 证 本 命题 ,只 要 讨论 函数 S, ТЕК, 
几何 凸 性 即 可 . 
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d -天 0,1, 先 讨论 


ra^ ,a = b, 


aF, FF, FF, FF, 
HE RÈ. o 的 几何 凸 性 . FI FH ИРЕ И I E ОЕ EE УС, 


,都 存在 且 连 续 ( 详 细 过 程 在 此 略 ); 此 时 当天 0 时 ， 


эы 
дЕ, (r-1)a - rab + i oF, _ (r - Db = rha + a 
да r(b — a) "3b r(b- a) d 
ФЕ, (-r-r*2)a + (22 - 3r)a* b - (r? - rab? 
ET "(6 - a) 
„ (r = nant b - 25 
r(b — а) 
PF, (r + r 2)0 *(-2r +3r)b a + (r? - r)b a’ 
3b r(b - a) 
qm + r)b a +2а' 
r(b- a) 
PF, _ FF, (2-r)a *(r-2)k + ra”! ~ raj 
дад& = 328b = r(6 - a) 


可 证 此 时 相对 应 定理 5.2 的 矩阵 为 


(a,b) - мазь) 
” Е (6.6) 
¬ h(a,b) 5164,0) 


其 中 Y 
h(a,b) = a” - ra" b^ + (2r? - 2)аЬ — ra"! V + b”, 


ёз, 
Mta, D- OREA b — a" e) ать. 


又 利用 [5] 中 第 41 页 的 知识 知 : S, Br 的 严格 递增 函数 , 且 S-, = Vab, 
所 以 当 r>1 时 ， 


(SY >м. 
"(sey anu, 
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A(a,b) 为 正 ; 同 理 可 证 当 -1<r<0, 或 0<r<1 时 ,h(a,b) 为 负 ; 当 r< - 
1 时 , h(a,65) 为 正 .考虑 (6.6) 的 顺序 主子 式 知 : 4 r>1 8t, Е, 为 几何 凸 函 
数 ; 4-1<r<0,R0<r<1 Rt, F, 为 几何 四 函数 ; 当 r< 一 1 Bf, F, 几何 
凸 函数 .再 由 5, 的 表达 式 中 的 指数 的 正 负 性 ,函数 5, УЕ, 的 关系 ,及 本 章 定 
383.1 和 推论 3.2 知 : 34 £2 185,S, 为 几何 凸 函数 ; 当 -1<r<0, 或 0<r 
<1 时，S, 为 几何 凸 函数 ; 当 < -工时 ，S, ЛАЖ, лани. 

当 r=0 或 ~=1 时 ,由 函数 的 连续 性 知 定理 成 立 . 

定理 6.3 ER a,b 的 单 参数 平均 定义 如 下 ([5] 的 P42): 


(b^ — atn) 
J, (a,b) Da, px0,-1, 
a, а + Ь 
则 


(1) 当 -二 <p<0 或 p>0 时 ,有 
Darbisabs) S [J,(af ағ) + [J (o? 52. 
EDE] p< -1 或 -1<p< -到 时 ， 有 


J,(aibi,azb:) > [J, (af ,a#)]° + U, (bF 522)". 
证 明 对 定理 6.2 证 明 中 的 函数 F, 中 的 a,6 分 别 用 a* ,b 替代 ,再 令 r 


= RRR, ,由 F, тл, лл IUS йг; HPH 
>1 时 ,J 为 几何 凸 函数 ; 当 0<251<1 或 -1< +140 时 ,J 为 几何 四 
ic жЁЕЛ< ~ 1 时， 几何 凸 函数 ,由 此 不 难 知 道 定理 6.3 AX. 


第 七 节 “利用 几何 控制 证 明 不 等 式 


k. Еч 


引 理 7.1 设 a,,a,,…,a, 都 为 正 [Ha = s MG, ias isa, ) 对 数控 
fils simus). | UR 
EM FMR a Zr 22a, APUD (na, nas = ,Ina,), H Йа, 


75G20), Dina = lns, 再 由 [4] 的 第 5 页 的 命题 1.4(。) 知 
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(Ina, „паз, "а, ) > (ins,lns,…,ins)， 
MISESn -1 时 ,有 
Ina, + Ina; + … + Ina, > kIns 


aaa > #, 


ЖАНЕР a, = s" , 引 理 7.1 得 证 . 

定理 7.1 #а,,а,, ‚а, 都 为 正 ,求证 

aî + a} +° б + af 2 naa, š 
m 因 aiaz, as 在 (0， + oo) E LE, LIII 4.5,a + 
tta, 在 (0,+ ©)" 上 为 几何 凸 函数 ,由 引 理 7. 1 有 
ал + аў + а > уу. "+s" = naa, 

这 个 的 定理 证 明 方法 有 很 多 但 这 是 最 简单 的 一 种 . 

对 于 Octogon Mathematical Magazine 上 的 OQ1263, 这 里 介绍 它 的 
FF. 

定理 7.3 Ü arrar, a, 20, тах[а,,аз, a EC 1,0 € E n, 


Мда, = зм 


1 C; 
Таана F- 
is, loa a, "a, < үс g 


证 明 因为 ai,as，…,a。 在 (0,1) 上 都 是 几何 是 函数, 所 以 1 таа, "~ 
a, Ж (0,1)" 士 的 几何 四 函数 ,一 


= 是 (0,1)” 上 的 几何 凸 函 数 ， 


是 (0,1)” 上 的 几何 凸 函数 ,由 此 即 知 所 述 不 等 式 成 


GEE 
i 4 
932747 & 20,7, >р. z 0:0, ; 则 有 

П, +1 +15 Tita, *D' 1g. 


LI 
证 明 因 z,,1 在 (0， + oo) Ей}, 所 以 x, "TS + o) 上 为 
几何 凸 函数 ,由 第 二 章 的 定理 2. 7 有 (zi *1) +1 在 (0， + 中) 上 为 几何 丁酉 


So, +1) + 13 在 (0, + оо)" 上 为 几何 凸 函 数 ， 再 由 引 理 7. 1 即 得 
证 . 


a 
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RT. x 0:2 20,72, 204€ RA Í z =s MA 


Пао + 2) > (1+ 4)" 


(= +2) 2 (577 + #)" (7.1) 


证 明 不 难 证 明 让 (1+ xD RETE (еу x0 4E, + о)" 上 都 是 几何 凸 函 


数 ,从 而 结论 成 立 . 
在 几何 凸 函数 的 理论 下 ,定理 7.4 和 定理 7.5 都 不 难 推广 .如 在 定理 7.5 
HREF, i a,b,c,d 都 为 正 , 可 把 (7.1) 式 推广 为 


П сах“ + сх) > (as"“ + cs)". 
M 
定理 7.6 B minla, а: а, |>1, Ña; = sU 
^ 1 14; 
I[a-22sa- А (7.2) 
EM 因 士 (i=1,2,…,n) 在 (1,+ ©) Бал hE TER 


2.28 (00 1- EQ + oo) ЕЛ Мав TIO- Lye, +o)" 上 为 


JLT IR, 9138 7.1 即 知 不 等 式 (7.2) 成 立 . 
(7.2) 式 的 左边 取 对 数 后 是 四 函数 ,用 四 函数 的 性 质 得 到 的 结果 比 这 里 要 
弱 . 


337.77. da, 20, 12,7, Ta, 1А, 


Si <<<, 


ШМ 对 任 一 组 ai ,as isa, B a, ta, + + а,{Е(0,+ %)* 上 为 


十 ta, 
LUE, 


а 


几何 凸 的 ,aa a, 在 (0,+ о)" 上 为 几何 四 的 ,所 以 汪 5” 


a, +а + 
+e) жле, У — 


*<һ<з<, ала, 


函数 ,由 引 理 7.1 即 知 定理 7.7 成 立 . 
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第 八 节 ”若干 凸 函数 不 等 式 的 移植 


本 节 主 要 介绍 几 个 与 凸 函数 不 等 式 平行 的 不 等 式 ,其 中 有 关 的 凸 函数 知 
识 , 请 参阅 本 书 第 一 章 第 四 节 内 容 .本 节 的 结果 是 李世杰 先生 与 作者 共同 得 到 
的 . 

定理 8.1 设 了 是 R,, 上 的 几何 凸 函数 , 则 对 于 0<a 入 8,z 过 1, 有 

(f(z3)) < A) * GG). 

EM HF f 的 连续 性 ,不 妨 假设 a。,8 JAAK, EK a=, =m, 

其 中 mi ,ma yn WERS, m, Sma IRI AK TEYA 
(f(z#;))" < f(1) ° GGAR)7, 
SRR (a a a 1,1,0,1) € К, fl(z5 xm z^) € Re, 
E ben 
B z>1, “>ы; DEA к# Ai^ B (z ra zm 1.1, 1) 指数 
" Me 

rfl (xo; noon n) ,根据 推论 4.1 f(z) FG m f(z,. ) 为 R, 上 
的 几何 凸 函数 ,又 由 定理 5.3 知 命题 成 立 . . 

定理 8.2 # g(z) 是 [a,5] 上 的 几何 凸 函数 ,[a,B]S[a,5],ziE[a， 


Wz, 
B]1,i 21,2, , п, RH r= Ela, bli, A 


Hete) S gte Ca). i CA 


Li 不 妨 设 P ame AFER CET eere) 
RU, men x)€ RSV : oW HN 


=, 4 H z 
isi ier А 
Bi < و‎ =. N КЕР 
aU 1 "x 1225 ; 


—Lo40,70 om amxpUim,, 
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所 以 
Iz: 
(т-на зата) > (луу, r, (8.1) 


又 g(xz1)g(z2)…g(x,) 为 R ,上 的 几何 凸 函数 ,再 由 定理 5.3 知 命题 成 立 . 
由 推论 4.2 知 g(zi)+g(za)+…+g(zo) 为 R ,上 的 几何 凸 函数 ,再 
由 (8.1) 式 有 : 
定理 8.3 若 g(z) 是 [a,5] 上 的 几何 凸 函数 ,[c,8]S[a,p],zE[a， 


Iaz; 
B],i=1,2,…,n, 则 当 t= Ela, blt, A 


Dela ) < g(t) + (n - Dg(a). 
定理 8.4 设 p(z) 是 区 间 [1, + wo) 上 连续 的 几何 凸 函数 , 正 项 数列 |au | 
单调 递增 , 且 ai 之 1, 则 有 
кор EIL < «Tro 
证 明 ” 先 证 对 任 正 整数 n ,有 
so J] rD < s Jed T] s), (8.2) 
EEEIEI MAS 00 


һа, ат" нат, аз 1) > аба" ат, аа 1), 


kei 


KX H(z) $( z2) Ca) H RT, ,上 的 几何 凸 函数 ,再 由 定理 5.3 FN (8. 2) 
3L, n— + co 即 知 定理 8.4 成 立 . 

定理 8.5 Ша, 2a, 2 2a, 21 ‚н 是 区 间 [1,a,] 上 的 几何 由 函数 ， 
fO), Rl 


Flai) flas) азау 
Fla fa ал FAT fe: : (8.3) 


当 n 为 偶数 时 ,条 件 f(1)<1 不 能 去 掉 , 但 当 n 为 奇数 时 ,条 件 /(1)<1 
可 省 略 . 
EM 当 ”为 奇数 时 ,命题 化 为 


f(a,)f(a,)--f(a,) = Ја.) а.) Ка, - 


aar “a, 
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因 
212370. 
a 2а, а > ES 
m 
азау >a, 2 a, R азау 2 а —— ———, 


4204770... 


ayasa, = azap a 


易 知 Inla a5,77,a,)7-1n(a1, 24,774, 


Ухо) бхр) RE EUST Y 88 AHERN 3) 0007. 
当 n 为 偶数 时 ,命题 化 为 
fla) азу) ба) > flar) а) а ол ШЕЕ) 
与 以 上 证 明 类 似 ,有 


ln(a saz, a, 1) > In(a;,2,,77,0,, 


由 定理 知 (8.3) 式 成 立 . 
定理 8.5 有 以 下 推广 : 
定理 8.6 设 f(z) 是 [1,ai]SR,, 上 的 几何 凸 函数 ,f(1)S1 且 1<o 
а, «а ,0& p, S p, A, WA 
f^ бал) Gy) 
Ра) “(a 
证 明 n 为 奇数 时 ,命题 化 为 
(e (aa) fr (a) ae), 7 
Pra Pa pa) 2 атат)" 
由 了 的 连续 性 知 ,可 设 p = (i =1,2, n) XR OX m E Xm Sm 
<m, RRE 


atap] 
ара 


efie. 


TU»... 


f (a)f (аз) а.) ~ 
f (а) f^ Ca) f (2,4) 


jE t= т-ту + my = т, — 
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£^ Са) f" (аз) f" Ca.) 
f£ (а) f" (a) f" (2,4) 


TH RA F&F UE (a, "ya, ay, sas, 7» 


fa) 


从 略 . 
当 n 为 偶数 时 , 记 上 = m - m, + mios m,- + mm 二 0, 也 只 要 证 
Р" ба) f" (аз) f” (Cani) 
SD a la 0а) 
>| 
其 它 的 都 类 似 证 明了 ,在 此 略 . 


从 上 定理 证 明 过 程 来 看 ,实际 上 已 证 明了 下 面 这 个 定理 . 
定理 8.7 #а,>а,>.-->а,>1,0<р,<--<р,<1,Н f ARAU, 
ai] 上 的 几何 凸 函数 , 则 


和 f (а) f” (a) 
Fate) S P (ауа у" 


ЖР а=1- SODA. ii 
定理 8.8 设 了 是 [a,5] 上 的 几何 凸 函数 , 且 三 在 区 间 端 点 的 单 侧 导 F. 
(a), 广 (6), 数 皆 存 在 (有 限 数 ) , 则 存在 常数 M ,使 对 任 得 意 г, ущ а < 
y 三 b 时 ,有 UE RU VE 
z Кх) 一 (了 
G "s FO) < G )“. 
证 明 显然 y=Inf(e’) 在 [lna ,ln6] 上 连续 ,下 面 先 证 y, (Ina), 
y- (Inb) f£, 


у. (Ina) - lim 242 zina) 
ЕА 


t — Ina 
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lim Inf(e') - а/а), 


mI t — Ina 
4 e = xU 
Уа) 2 din Inf(z) - Inf(a) 


—1 Inz - Ina 
= 
= az аа а а а 


= lim aln(1 + Koc fees 


= dim aln[( + ا‎ Cae E. 


= alne i = 4e. 


AA y- (ln6) 也 存在 ,由 第 二 章 的 定理 3.1 及 第 一 章 的 定理 4.9 知 : 存 在 常数 
M ,使 得 对 任意 的 zx,yE [Ina ,Inb], 有 

(е) -lnfFe)IS MIz-yl， 
即 对 使 得 对 任意 的 x,yE[a,b], 有 

1lnf(z) -Inf(y) IS M | Inz - Iny |, 

M(lnz - Iny) € Inf(z) - Inf(y) < M(lny - Inz) 
Gy «fe sd». 
定理 8.9 Ub (z) 是 定义 在 [a,b]SR,. 上 连续 的 几何 西 函数 , 则 对 于 

EBAY x, € [2,5], k 21,2, n ,有 


ic 
PEN Пт] Is It pecore ( [ü | 


RP п2>3,2<т<ял-1. 
利用 第 二 章 的 定理 3.1 及 第 一 章 的 定理 жане. Maie 
此 定理 ,在 此 从 略 - 


ZOË N/E 105 


# 习 
1. 已 知 0<z <1 Tia =s RES ү ZT. 
2.858 0« z, «1 /下 = MEDIE gy $ 


3.88 2, »0,/7 12,7 n Ña, = *, 求 证 


"1+ + 
> Ti > n uL 
i 


= s 
4.880 z; «lA ls = ,求证 站 کے‎ iy. 


5. 1E SABC 中 ,求证 sin аа Bain шау ABC))'. 
6. 已 知 xz, >0,i=1,2,,n xe 


1 1 
(Gat xcti tx t 


dae. 


(Ez, Gn 1,2, n ЛИЧИ) 


7. t AA, B, C, . AA; B, C, 为 两 个 锐角 三 角形 ,它们 的 内 切 圆 半径 、 外 接 
圆 半径 、 半 周 长 分 别 设 为 ri, Rissi M ra, К, з, WA 


, tan / A,A, + tan / BB; + tany Ça | 
[E t [eh * tanC, )(tanA; + тапВ, + tanC;) 


p rA, R, 
Gi = r = 4r R, АК - ri - An R, — 4R2) ` 
un 


8. 设 AA, Bı Cı „AA: В.С, 为 两 个 三 角形 ,它们 的 内 切 加 半径 、 外 接 加 闪 
ИКАН r Rios M r Rs E O< 4<1 Ww 


(1 хап fafa а BE un eG 


A B C, 
< (вв z + n^ + tan 2: ) (tan 他 + tan > + tan °) 
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_ [Cr +4R)(r, + 4R;) 
2" 5152 ` 


wii "кү Çà 
(il )tan BM * tan Вів: + tan ас 


sı 


<( 


5› 


9. а, 2а,2--2а,21 B 是 区 间 [1,a,] 上 的 几何 凸 函 数 , 则 
当 ”为 偶数 时 ,有 


co "а> у 
ЕК 为 奇数 时 ， 
BD Ла) > паат fa. 
AER EUN АШ; лб сес S1 Ж 
B- f(z?) < (8 - a)f() + a * /(х*). 
П. a Za Za 21,06, р1,а=1- ÈC p 
H f 是 区 间 [1,a,] 上 的 几何 凸 函数 , 则 
a» f(1) + p (а) + p. f(a,) + > 


аас ает, 


ауа," Tys 


апар: 


гуту T) + pif Cas) рабад) + 
2.” 设 区 间 1= (0.1] 或 [1,+ o0), n nsnm, € TUA 


27'(1* TI х,)> Ца MEE 


Па + (n -D Ea. 


147] u f 
3. 设 0<ae<l,zzz，…zece(0,a), 则 


(®- 1)" (е а) Ца жт. 


BER Schur- JLi hR 


为 了 扩大 几何 凸 函 数 应 用 范围 ,与 凸 函数 的 控制 一 样 ,有 必要 引信 Schur 
-几何 凸 函数 . 


第 一 节 Schr- 几何 凸 函 数 的 定义 


定义 1.1 设 r,y€E ESR",,f 是 定义 在 E 上 的 非 负 函 数 ,如 果 当 Inr 
>Iny 时 ,有 f(z) 三 f(y), 则 称 f ЖЕ 上 的 Schur 一 几何 凸 函数 ,简称 S 一 几 
何 凸 函数 ; 如 果 当 Inz>lny 时 ,有 f(z) 三 f(y), 则 称 f ЖЕ 上 的 Schur 一 几 
何 凹 函数 ,简称 S 一 几何 凹 函数 . 

定理 1.1 设 ESR",,,H=InE= llnz| z€ El, f Ж X. YE E 上 的 正 值 
B,J f 是 E 上 的 S 一 几何 凸 函 数 , 当 且 仅 当 Inf Ce" ) 是 H Ef S 一 凸 函 
ж. 
证 明 (EE 上 是 S 一 几何 凸 函数 时 , 任 取 zx,y€ H,zr> y 时 ,由 于 向 
d e 对 数控 制 e ,所 以 f(e (2Z (е) ау (е) 21а (е), А (е) H Ж 
5 一 同 函 数 . 

Á Inf(e (FE H A SC RHR, Е rz,yE 巨 ,lnz>lny 时 , 则 有 Inf 
(e"*)21nf(e”),f(z=)2 f Cy) RA f ЖЕ ЕЗ SUIS V RM. 

同 理 可 证 以 下 结论 : 

定理 1.2 UWECR'..H-InE- llnz| z€ E] , f 是 定义 在 E 上 的 正 值 
函数 , 则 f HEE 上 为 S 一 几何 止 函数 , 当 且 仅 当 lnf(e*) 在 H 为 S 一 凹 函数 . 

定理 1.3 设 函 数 f 是 对 称 集 E( 己 R",) 上 的 S 一 几何 凸 函数 (或 S— 
几何 凹 函数 ), 则 f ЖЕ 上 的 对 称 函 数 . 

EM 先 证 取 值 为 正 时 的 情形 , 任 取 rE E, FEE yE H= ҺЕ 
= Пах € El, 使 得 z=e ,此 时 Inf(e) 在 对 称 集 InE 是 5 一 是 函数 (或 
5 一 四 函数 ) ,根据 第 一 章 定理 3.4 S In Ce ) 为 对 称 函数 , 即 对 任意 置换 矩阵 
G, 有 
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Inf(e?) = (е), 
Кеб) = fce), 
f(zG) = f(z), 
A f E E 上 的 对 称 函数 . 
34 f 取 值 为 非 负 时 , 设 c >0 为 常数 , 任 取 x,y€ ESR",, 当 Inr>lIny 
时 , 因 /是 S$ 一 几何 凸 函数 , 故 有 f(z) 三 f(y), 则 
f(z)+c 二 f(y)+e, 
所 以 f(z) t c 为 取 值 为 正 的 E 上 的 S 一 几何 凸 函数 ,由 以 上 证 明知 f(z) + c 
为 对 称 函数 ,进而 f ЖЕ 上 的 对 称 函 数 . 
定理 1.4 设 对 称 函 数 f 在 对 称 的 几何 凸 集 E 上 一 阶 可 微 , 取 值 为 非 负 ， 
HER х= (xz, 22°", z,)€ ESR", H 
(Inz, — Inz;) x; f, - z, f.) > 0, 
N f 是 巨 上 的 S 一 几何 凸 函数 ; 若 上 式 不 等 号 反 向 , 则 f BEE Ef S— JLI 
函数 . . 
证 明 先 证 f {AW IERf Inf (e )fE Н = ҺЕ = llnz| z € El EW 5 一 
ЖЖ, A 
Or 7 xD o nC) = gû (In f(1] 
= (x - Zh- b. 
Фх=е, 由 于 f(z) 取 值 为 正 ， 所 以 上 式 为 


(na - nel - $5120, T 


因此 њу (е) S 一 凸 函数 ,由 定理 1.1 Я, EE 上 的 S- 几何 凸 函数 ;对 于 
了 取 值 非 负 时 , 设 g(r) = fo), 则 \ TEXT 
(nz, —Inz;)(zigi ~ z; gx) 
= (nz, = Inz; a fi = rif) 26, 7 
g Cx SUAREN: 此 时 任 取 х,у, У! n> ny BR i 
eG >к. y 


Ж] п 取 极 限 即 得 i ^ 
n. f(z) > f). 
所 以 了 为 S 一 几何 凸 函数 ; 
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当 定 理 中 不 等 号 反 向 时 ,类 似 可 证 f 5 S— Л.Ж. 

由 第 四 章 的 定理 5.2 来 判别 多 元 几何 凸 函数 是 很 复杂 的 ,这 更 显示 出 定 
38 1.4 的 应 用 价值 (利用 函数 的 S 一 几何 凸 四 性 可 以 证 明和 发 现 大 批 不 等 
x). 

定理 1.5 (iR EGR". ,函数 户 、 户 在 巨 上 为 S 一 几何 凸 函数 , 则 
六 + 户 ,万 户 在 已 上 也 是 S 一 几何 西 函数 . 

(IJK ECR", ,函数 亡 \ 户 是 下 上 为 S 一 几何 四 函数 , 则 f. + f, fifa 
也 是 5—Л. ШЖ. 

E EAE CIL) E € EGR! , а> пу, i T 0X fi (2) f, 
O) OS f Gz) f, (у), 

Р(х) + f,(z=) < f(y) + f(y) . 
和 
f.(z)f,(z) < f,(y)f,(y) 

RE, fi + fas f. f, 也 是 S 一 几何 四 函数 . 

从 S 一 几何 凸 函 数 的 定义 , 易 证 以 下 几 个 结论 ,详细 过 程 在 此 略 ， 

定理 1.6 #5- ЛО) ROC Lf, (x) 127. EGR, ЕЖ 
义 , 且 收 敛 于 连续 函数 fC) M 三 也 是 下 上 的 S - Л) 8. 

推论 1.1 设 S- 几 何 凸 ( 四 ) 函 数列 ! 7 (r) E ESR. ERES, 


НУЛЕ Е Т (е) f BREE E Ef SJL Fh (М) iR 
数 . y 
定理 1.7 设 了 为 (0,+ =) ЗЕЙД ЖЖ ,х,Є (0, + 9), i712, n, 
(1 ) 若 了 在 (0, + oo ) 上 为 单调 递增 的 , 则 у(х, + z, +…+ a, HER’, 上 
PEREGIT 
CI ) 若 在 (0, + co) 上 为 单调 递减 的 ， иу, tat “+ к) Е L 
为 S- 几 何止 函数 . AN 
EM 仅 证 ( | ), 任 取向 量 z,y€ R. WE Inz ny, 
+=, FR", ,上 的 几何 凸 函数 , 故 有 f | 
وچ + رچ‎ жа, > у + уж + у, 
由 于 f #E(0, + co ) 上 单调 递增 ,所 以 ЖЖЖ nat jS 
FG, xia) > f(y ty t + у,), 
fz tait t x) S- Лр. 


taten 


UST 


10 AAA H 


在 上 面 证 明 中 ,有 以 下 一 个 结论 . 
定理 1.8 任 取向 量 xz,yE К". ,满足 lnz>lny, 则 有 


Zi t z+ + z, 2 y + x: t + y,. 


第 二 节 ”若干 不 等 式 的 统一 证 明 


EPE а, заза, >0,a (2,2270 m] Па. 
文 [5] 第 172 页 有 这 样 的 不 等 式 ， 
例 1 设 e>0,BER,Bz0， 


(1)# minla, заз "sa, | > WA 


Da +a) X n(a + s)”. 
= 


Cid maxl a, saz, an} <p WA 


Sla ta)’ 2 n(a ts)”. 


EM MERCE /(а)= È lata), FE f EO, +оо)" 上 的 S 
- JU PARC LR 
Аба) =- B(a + a)", 
(Ina, - Ina;)(a, f, = a; f.) 
= (Ina, - Ina;)B[- а, (а + a,) *' + ala + a;) ^], (2.1) 
考虑 函数 g(1)= Важ), 
g(t) =- B- (a ++)! + B(B* 1) + tla +t)”, 
ZG) = C pa + PG +)? = PG - Sa + ry, 


所 以 DEG. + co ) 上 单调 递增 ,(2.1) 式 右边 非 正 ,所 以 fX S- ЛМ 


函数 ,再 由 第 四 章 引 理 7.1, 即 得 欲 证 结论 . 
例 2( Fanky 不 等 式 ) COS a Ein 1,2, n M 
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tXa-a)* Ha-a) 
(Da Па, 
(IDE a 1,712, 2. 


a-a) Ta-e) 


(Xa Ha, 


= ier 


(ii BK 1< a, ,i=1,2,°“,n , W 
[Pa = D) Це - 0 
jay. IT^ І 
证 明 (| EL -1= 6,2-1,2... Ы21(2=1,2,--,п), RER 
化 为 


Д-р), 


а, 
[一 т -1 € IT^. (2.2) 
flh +i 
设 1(6)=[ 志 一 一 ~1]", 则 有 
> — 
“ib +1 
РО) = niea -ap — 
` 1 Q 1 (b, +1)?” 
b +1 (GE) : 


(inb, ¬ Inb) (b, f (b) – b, £^,(5)) 
= (Inb, ~ Inó,)n[ em -1]"7 


12 Lf EX 


n [ bi ;l 
b, +1 
n: LEA MR Eri) 


= (ар, - Inb;)Lz———— - 1)" 


1 
Màu 


n? (ba = b) (6.6. - 1) 
" (5, +1) (b: + 1) == ©з) 
IDE +1 


所 以 是 (1,+ =)" 上 的 S 一 几何 四 函数 ,因此 (2.2) 式 成 立 ,命题 得 证 . 
(i) 因 (2.3) 式 为 负 ，,/(5) 在 (0,1)" 上 是 S -几何 凸 函数 . 
(DR 1I Lobo 2o BUT. 
01300 i 22,a,50;/71,2,, n, W 
DaN > Daf + QC m). 
EM & (а) = Èa) - Sar 


Аба) = rn = rna, 
e 


(Ina, ~ Ina;)(a,fi (а) ~ a, f;(a)) 


= r(lna, - lna;)[(a, - аад" ~ (ai ~ а3)], 
由 于 (lna -lnaz)(a 7 az) 二 0, 所 以 | 
(Ina, – їпа,)(а,/\(а) — a, f,(a)) 
> r(Ina, — Ina; )( (а, — as)(a, + а)" ~ (aî а5)), 
利用 [41] 的 定理 1 中 的 (1) 式 ,上 式 的 右边 非 负 , 丰 在 (0, + ©)" 上 为 一 几何 
DRR, la ,a,,… ,a, ) 对 数控 制 (:,*,…,s) 由 定理 1.4 即 知 命题 为 真 . 


在 本 书 第 一 章 的 第 三 节 中 提 到 [3] 的 第 98 页 中 的 一 个 结果 ,其 中 还 记述 
了 另 一 个 结果 . 
m 


例 4 CE >0 
=, 3 z = y Bf 


, 则 


AE Schu- 6588 1\3 


工 (z,y) 2 /zy. 
证 明 第 一 章 的 第 三 节 已 有 


zx > _ 
Inz ny + = 1 


2L(z,y) _ ] z h P <0 
Lx ， 
1 
>° х=у 
同 理 有 
iny-Inz c -1 
Lz) - ETT 
» 1 
>° х= у 
当 z=y 时 ,有 
aL aL. _ 
(Inz -Iny)(z у= T5) = 0; 
当 z 天 > 时 ,有 


д1, 
(Inz- Iny) Cx gx 2D 


zlnz - riny + 2y - 22 - уһу + ylnz 
(Inz - һу)? 


= (inz - Iny) 


= 2232 - EL. 
nr ny 
第 一 章 第 三 节 的 例 6 说 明 上 式 为 非 负 ,所 以 L(x,，y) 为 S — ЛА. Ж 
L(z,y) > 1.(У'ху,/ ху) = V xy. 
利用 S—JUPT Pa RIKE E XC, FI DUE DL E ii TUN 


y rXyr ,y>0 时 


E. 
定理 2.1 设 L(z,y)= в In. ^a, B»0,a*B 
х, 当 z=y 时 
=1, 有 
L(z,y) 二 L(zr'y zy) 
Ў. 


例 5( 第 四 章 定理 2.5 HER) 设 wn 二 2,0,>27 >0,i=1,2,…,n, 则 超 
HS Gr, а) 为 几何 凸 集 . 
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证 明 #2, P0,a7minla,a;,77,a, lx (riz; n), НЖЖ 
的 定理 1.6 MI, + oo)" 为 几何 凸 集 , 先 证 f(z) = Ss а)? FED + 
оо)" 上 为 S 一 几何 凸 函数 , 因 

filz) = 205 7 a), 
(nz, = ах.) (zi f, = zi f2) 
= 2(Inz, - Inz;)(x; ~ z;)(z, + z; - a) > 0. 
由 定理 1.4 知 f 8 S 一 几何 凸 函 数 ,于 是 任 取 [ 子 , + oo )” 中 的 两 点 A(zi， 
zzi) 和 BOy,y，y), 则 有 : 
S zy) < УТС), 


Day a< Ў а У) саў, 0.4) 


КЕШЕ (л, = a <r? 为 几何 凸 集 . 

事实 上 , 任 取 超 球体 中 的 二 点 Cu, ua," ou, FI D v iso v) H 
要 证 C,D 的 几何 中 点 (VD V u0 uso, VEERE È (n а) 
rm 


x uo- a) Sr, 
A 
设 a-uw=coa-uw=di=12…m, 只 要 证 


ENa ай 7d) - a) 02, Q.5) 
я 
X- ra, - и <, |с | ra; illl d, | X ra, , B 3 HIE 2.1 
知 ,要 证 (2.5) 式 只 要 证 : 


MG - Ca, Ter ar D) < r, 
Hi а= minla, ,a,… ,a,| 和 第 四 章 的 引 理 2.2 知 ,只 要 证 


У (а-а la ald D) €r. (2.6) 


X8a-lol2a-rZ$.a-ldl2a-r25,& 


z= ja -ic l,a -l c lnia ic, I}, 
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y=jae-ldlia-ldl…a-ld.1l， 
知 z,yE[ 扫 ,+%m)", 把 z,y 代 入 (2.4) 式 ,有 


Xa Ма тата TID) «| е 54! 


Xa = Уа = wy Ут = r, 


即 (2.6) 式 得 证 ,从 而 命题 得 证 . 
HERRER)” 
(i ) 设 0<p<1, 则 


П; * D^ - 1] C * D^ - 11"; 


TI TES 


Па, * D^ - 12 I5 +1) - 17"; 


(ii Jk p>0, 则 
Па +1)'+1]2 [(s * D^ +1]"; 


(iv )i# p<0.0<a Tir G 71,2, 0) I 


Па * D^ & 1€ EG + D^ +1)" 


其 中 结论 ( ü ) 也 就 是 第 四 章 定理 7.4, 其 余 结论 可 用 定理 1.4 证 明 , 在 此 
从 略 . 


第 三 节 ” 几 个 解析 不 等 式 


EH аз азза, >0,a = (272) im] Йа. 
在 [33] 中 第 99 页 有 一 个 不 等 式 : 设 ai ,az,… ,as >0,A= Ê Ba, 则 有 


Да 2 A .这 种 类 型 的 不 等 式 在 中 学 数学 竞赛 中 经 常 出 现 . 
定理 3.1 (i JMR minja, aza, 2e MD | 


116 Lf 


Cil ) 如 果 maxla,,a;,77,a, |<" 


, 则 不 等 式 反 向 . 
EM UEC Û), f(a) = Паў, 


f(a) = (na, +0 а. 
(Ina, — Ina;) Ca, fı (a) — a; f;(a)) 


= (Ina, - Ina;)(a,lna, + a, = алва: = aj) Шах, — (3.1) 
用 导数 可 证 g(1) = tlnt c Ele, + co ) 为 递增 ,(3.1) 式 为 非 负 , 太 为 [e-?， 
+o) EA S 一 几何 凸 函数 ,结论 成 立 . 
定理 3.2 (i ) 若 minia, ,a,,…,a,| 二 e?, 则 有 
TI >47. 


Cil )Æ maxla, a; a, e? , 则 不 等 式 反 向 . 


EM 只 需 证 (1 ), 先 证 f(a) = П Ya, = Пай Ele, + oo)" EX s— 
几何 凸 函数 , 因 


所 以 


Fila) = (ah y Tak = Ца EE 


Ni isi ai 


(Ina, ¬ аз) (а, f, (а) – и 
Im 1 - Ina; 
- (Ina, 2 Ia,)fta)|[ 1 ma |, 


a (3.2) 
aco LS 


> -iociem ev Ж 
g(t) = г 

所 以 g Ele’, + co) 上 单调 递增 ,(3.2) 式 为 非 负 , 根 据 定 理 记 4 和 第 四 章 的 引 
理 7.1 即 得 欲 证 . 
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以 下 定理 3.3- 3.5 的 证 明 与 定理 3.2 的 证 明 类 似 ,在 此 从 略 . 
定理 3.3 Ei maxla,.a;,77,a,| e WA 

Yu mm. 
定理 3.4 (i minla u.a; sa, Ie 时 , 则 有 


Це” > =. 
Cil ) 若 maxla, saz, a | 过 ec“ 时 , 则 不 等 式 反 向 . 
定理 3.5 (i J m P0, maxla,,a; 77, a, | <1, 则 有 


` п 
Ns 一 1+s 


(i Jk m 20, minla, ,a; "a, | >1, 则 不 等 式 反 向 . 


E 1 
um 8 а) 5 тус 
(a) =- LIMES. 
AG = рж ату" 


(Ina, = Ina;) (а. fila) - а 5 (а)) 


= m na, - Ina; түру + р), (3.3) 
BT 
[xx nac mt" (1 + t”) - 2m" 
(rey Qc dn) 
= m” Uu” — 1) 
(+ oc 


其 在 (0,1) 上 为 负 ,(3.3) 式 也 为 负 ,f 00,1)" EXS- 几何 止 函数 ;在 (1,+ 
史 ) 为 正 ,(3.3) 式 也 为 正 ,f 在 (1, + ©)" 二 为 глив, 由 定理 1.4 和 
第 四 章 的 引 理 7;1, 结 论 得 证 . 

下 面 介绍 一 下 《美国 数学 月 刊 ) 的 问题 11031 的 证 明 , 这 是 作者 与 吴 裕 东 
先生 一 同 给 出 的 . 

引 理 3.1 设 0<z<1, 则 


(DD)e>1t2 +2 +e, , 


18 AAA H 


М 1+2 
Cil Jin 12222. 
(ü )(27 1)е > -1-4:-62 
证 明 (1 ) 只 要 利用 e белй Сы. 


CD 考虑 函数 y=In [21-2 在 [0, + oo) 上 的 单调 性 ,详细 过 程 在 此 


- = 


(3.4) 


略 . 
Cil )ig 
a E.A 24.8) 16. 64， 704, 
f(t) = (2 - 0e +1+4t+6t tst Е 5! dst 
Jul 
f (t)= (8 +4 - 4)e* +4 
2 _ 64,3 «да 1408, 
+ 12t + 8t 3! 64t ust 
F(t) = (320° + 32: - 12)“ 
+12 16: ~ 64 ~ 2560 - 1408, 


droy = (321? + 48t ~ 4)e“ + 4 — 32: — 19222 — 108, 
roy = (321° + 64t + 8)e“ -8 — 96: — 3526, 
Gig/^ (2) = (168 +40: + 12) -12 — 88t, 


GO (Y = (161° +48: + 22)e“ — 22, 
所 以 f” O) >0, "利用 函数 的 单调 性 及 lim © (2) =0,i=1,2, 5 8 
F) = (2 - e" +1 + 4 б 
+ چ‎ E E >0, 
(3.4) 式 得 证 . 
定理 3.6( 问 题 11031) 设 'y>0, 定 义 一 种 “奇特 "的 平均 M(z,y)= 
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lnN(z,y), 其 中 


N(z,y) = 1+In(V l+ f(z,y) + V f(z.y)) 
> 1-In(Vi+ f(z,y) + У/7(х,у))” 


和 
ёз) az-D 
feng) = E DEE =D, 
Ld 


MD M(z,y)S zy. 

引 理 3.2 设 g(z,y)=V1i+f(z,y)+Vf(zyy), 其 中 (zx,y)E€ R, 
W g 为 Schur 一 几何 凹 函数 . 

证 明 只 要 证 (Inz — Iny) (xg, - yg;) 0 即 可 ， 

zfi(z,y) > zfi(z,y) 
2/1+ f(z,y) 24f(x,y) 


x.)  _ »fiGsy) 
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(Inz - Iny)C 


(nz - Iny)(zfi(z,y) - уз(х,у)) € 0, (3.5) 
y — s: = | 
再 设 T(z)= r, 
f icm err)(ero ~ roy, 


2е* 


: = („т TD то) -ro 
fi(z,y) = rac +e e” ¢ Ке; И 


于 是 (3.5) 式 等 价 于 
(inz ~ Iny) (Ce? + e TO )(ero) _ e 70) EA на - 


(e +1) 
(er — Qr TG) (ето) + есту vt D ]xo, 
不 妨 设 z>y, 要 证 
PULL РР. e + ето) зе! 
SU ZT ° (е + 1) 2x SO т ° (е +1) <0, 
Bp 
eO +1 p eg +1 


SU) X1) He сту So, (3.6) 
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ё-1_ 68-1. ltu _ 
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“> ә u> u, 所 以 (3.6) 式 等 价 于 

l+ u, ltu ыл Жүр дш 
"Xd. I. tl-w4 (Ul I Tv S 
^ -1 1+и 21 1*v 2 * 
ё тс jy * 22 +10) 
即 
1+u 
(+t) ah) EC - 
1 
„ды ies «o, 
所 以 只 要 证 KG) = (1+ Z) 如) In 这 在 (0， 1) 上 为 单调 递减 即 


可 ,又 


1 - e“ + (2e -t+ te – 21? ey pt 


" uu š t 
Ate (= +" so 


eI - e“ + Qe" — te e“ — 266) LL 


>0, 
t 
利用 引 理 3.1 的 ( | )( i ) 知 只 要 证 £ 


1- e" + [2(1 - OQ 82:28 + $0) = t+ e] 2: 0, 


即 
(2 -1)e" +1 + 4t +622 + 4t? — $ - 8t - 3720 
利用 引 理 3.1 的 (前) 知 只 要 证 


4 5... Ba 245; 464% 
3 + +g + q5 >0, 


而 这 是 显然 的 . uc. 8л 
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定理 3.6 (问题 11031) 的 证 明 : 


М(х,у) € Уту, 
eNG,y) < e 
-1 


"m 
Sln( VT+ fiy) + V f) < EZ 
Ja 
e /1+f/G(z,y) tVfG S eu, (3.14) 
由 引 理 3.2 ЖУЛ + /(z,y) + V (х,у) Ж Schur— Л. ЇЇ Ék, B 1п(х,у) 
>In zy, zy), PLA 
VES FG) + /f(z,y) € VY f(/zy,V zy) + V f(Vzy,V zy) 
上 式 易 化 为 (3.14) 式 . 
下 面 将 证 明 一 个 有 关 平 均 的 不 等 式 , 并 通过 它 解决 成 都 大 学 文 家 金 先生 
的 一 个 猜想 . 


定理 3.7 Wasaa, 20,923,4= Û $a, B 


TIGA -а,) > (n - 1)" А". 


证 明 车 a;(i=1,2,…,n) 中 有 一 个 数 为 0, 则 定理 显然 成 立 ,下 设 a = 


na = uid 2(nA - 


(4,,a1,7,a4,) € R^. ,В /(а)= r: ЖАЎ Luc RE E311 


* Р Fa) 


Шол - 4022 zà oz]: © nA)? = (а = [GA = a (nA) 


(nA) 79 
š D Rg (A) (2ND +. 
= 
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` 1 
Daa (A) = (n - 2) 


*2 
9a, M m [Y : 
所 以 有 
(Ina, — па, ) (a4 fı - a, fx) 
TI (A - a) 
= (Ina, ~ Ina;) ° GAY 


а а 


[nat - چچ ھہ +( چچ‎ m e 0-26 = a] 


Па - а) 


ie 


= (Ina, = Ina; )(a, — az) ° дут 


nA ¬ ау - аз 


Sol 
[an 


TIGA - а) 5 i 
> (Ina, ~ Ina Xa, = aa) rye ° [42 iex -2) 
Пол - a) š 
is T 
2 (Ina, - а)ба, 7 аз) rer [лА УУ a - 0-2] 


=0 
所 以 f 在 R", 上 为 S- 几 何 凸 函数 .由 S -几何 凸 函数 的 定义 知 


Ца - a) Itn lacia 
(п)? n"? И 


STI (4 - a) > анду, 


定理 3.7 得 证 . 
众所周知 ,在 三 角形 中 AABC , 记 a,b,c 分 别 为 边 长 ,s 半 周 长 ,S(ABC) 
为 其 面积 , 则 有 这 样 一 个 著名 结果 : 


S=Vs(s-a)(s - b)(s — с) «oai. 
为 了 把 其 推广 到 空间 n 边 形 , 成 都 大 学 的 文 家 金 先生 提出 以 下 猜想 : 
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定理 3.8 设 ;为 空间 n(n 二 3) 边 形 A, A A,A, WEAK, ааз, 
а, 为 其 边 长 , 则 有 不 等 式 


"1 n+l Г» 
TE ТСЕ Мз HG- 30s + а,143.15) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 n 边 形 n 边 形 为 等 边 ” ШЖ. 


Eb, 
证 明 sca -b.i-l2,7, n, 5, 20, FEK A =, G = 


(3.15) 式 化 为 

Je Hs کا‎ te 522 - h], 
r). НРА 
„Дол - 8) 


(nA 


XG - a) = >, (n -2)s = nA, 


nAG' < a(z 


сё > wf (17) 


най n (LL) Дол - һ) (нду, 
由 定理 3.7 和 其 中 的 s 的 定义 , 知 只 要 证 
om > wh( LJ CD eoa? (нду, 


may Se‏ ےنا ی 
9G SA,‏ 
而 上 式 显然 成 立 ,等 号 成 立 的 条 件 的 有 关 讨论 在 此 略 .‏ 
第 四 节 x+y 与 2 Ay BANER‏ 


一 个 众所周知 的 不 等 式 : 设 x,y >0 时 , 则 有 
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?+у 2201); 


成 立 .车 设 s= Vzy ,那么 лжу 与 28 的 大 小 如 何 ? 本 节 将 讨论 这 个 问题 . 
作者 曾 证 明了 当 十 二 x,y 三 1 时 ,有 > + у 三 2 成 立 ,后 把 其 作为 公开 


问题 向 成 都 大 学 的 文 家 金 先 生 提出 。 虽 然 作者 又 证 明了 当 195 Sz ye 时 ,有 
© +у'<2,' RLM er, y< + он}, Ж z y 22s 成立 .但 本 节 介绍 
由 成 都 大 学 张 勇 . 文 家 金 和 王 挽 澜 三 位 先生 利用 几何 凸 函数 的 性 质 而 得 到 的 


结果 .为 此 先 引入 以 下 引 理 . 
引 理 4.1 (i) 方程 


1 373, 
1-7-5 = 0 


在 (0, 士 ) 上 有 唯一 实 根 , 记 为 a, 则 a。=0.01779…. 
(хт 
， аай-ш)у+р=ү-1=0 


在 (e,e*) 上 的 唯一 实 根 , 记 为 8, 则 B= е ss” = 4.014292- 
证 明 (1 ) 设 函数 f(0) =: Linc 3, 


fao) 21-1, 


et 
мс, D авв, х 


lim f(z) =+ ©, lim f(z) = 2-2 <o, 


2 
故 由 介 值 定理 知 断言 (i) 为 真 . 


OREK аг) = (1= Ine) + 7-1,0 
1 


gla е у 
故 8(z) 在 (e, + co ) 上 为 递减 函数 ,又 


lim g(z) = + oo, lim g(z) = 一 40] 
"өө ANE 


故 由 介 值 定 理 知 断 言 (ii) 也 为 真 . 
定理 4.1 设 z,y>0,s=Vzy， 


(4.1) 


(4.2) 
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CO ne la, 18 eye [十 ,8], 则 


m +y <2Ў. (4.3) 
(ii) 若 rz,yE[8,+oco), 则 
z + y >2⁄. (4.4) 


其 中 e,p 的 意义 见 引 理 1. 
证 明 设 
g(z,y) = m (1-lnz)- y"' (1- ny), 
һ(х,у) = Cy - DInz + In(1 - ах) - (= - 1)lny - In(1 - iny), 


х,у) = y-1- zlny ^IUES 


u(z,y) = Cy - Ulnz + In(Inz - 1) - (z - 1)lny - In(Iny - 1), 


wlz) =-(z-1- zlnz + ,لم‎ 


CI) B (х,у) = zy ER., AEX. MJ 
f.(z,y) = yz”! + уу, 
(nz - Iny)(=zf, - xfa) 
(Inz - Iny) yx + zy'Iny - zy — узах) 


= zy(lnz -Iny)g(z,y), (4.5) 
情形 1: ауан EB G RE ПЕРИ C uu 
a _ 1 _ lg Ete 
و‎ = 二 (y-1- zlny -1 ЗЫ тю», t. 

а ус 1 N 
ЕЗ Y zü-dzy' 

ац _ 1 + In. 3 

52 =- 2520, 


E z'(1- Inz 


É !(z,y) 关 于 = ERMO, IERADIES RED ERKEK 


зир (х,у) = max |/(у,у),1(%,у)|, А (4.6) 
sgi © Bt» sf ыч eu 


此 时 若 令 y=e y v>1, 有 


ї(у,у)= y-1 - siny - тр; 
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2+ъ EPEXTI RAO T 


e (1+ u) > TF ETE TET 


-.2*v 1 w 
=e онъ О жо + Dapp 


由 于 a 三 y 达 十, 再 根据 引 理 4.1 及 其 证 明 过 程 知 


11,5) =y- Liny = £ «0, 


从 (4.6) 式 得 知 (zx,y) 为 负 , 即 办 为 负 ， 有 


h(xz,y) S Һ(у,у) = 0, 
(4.5) 式 为 负 , 根 据 本 章 定理 1.4 和 第 四 章 的 引 理 7.1 知 (4.3) 式 成 立 . 


情形 2: -<у<х<е,й g(z,y) 的 连续 性 知 ,可 设 = 天 ce,, 此 时 由 


知 !((z,y) 关 于 y 是 单调 递减 的 ,所 以 


1,1. ec с 
ї(х,у)< Са) = — -1+z грр 


(4.7) 
< 
其 中 (4.7) 式 可 参看 文献 [5] 的 第 366 页 的 结论 : 当 z >0 8, n22 
立 . 以 下 的 证 明 类 似 情形 1, 在 此 略 . 
情形 3: eSy<ISB. Ж узе, ШЕР 
и(х,у) = (у - 1)lnz + (а= – 1) = (x ~ 1)lny = In(Iny - 1), 


工 -1<0， 
е 


ЗЕ т#рт y D = бә), 
由 共 =1- 到 <0 知 ,- Guy) » 为 递增 的 ,所 以 


0,5) <- (буд) =- (z -1 аа + р) = (а), 


由 引 理 4.1 的 证 明知 , — ш( х) (е, + co ) 上 为 单调 递增 函数 ,于 是 
= ш(х) <- w(B) = 0> - I(z,y) <0 


2252094.) > и(у,у)=0 
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=- g(r,y) >0=g(z,y) < 0, 

根据 本 章 定理 1.4 和 第 四 章 的 引 理 7.1 知 (4.3) 式 成 立 . 

情形 4: Lxycemimgdi 

х”!(1-1ах)<0, -y"'ü-Iny) <0, 
得 
(х,у) < 0. 

以 下 的 证 明 类 似 情形 1 ,在 此 从 略 . 

Cil )34 => у> ў, Ж 


2d 
ET-zny-1) = 2105), 


=>- (х,у) >- I(y,y) =- ш(у), 
由 引 理 4.1 的 证 明知 , — w(z) 在 (e, + co ) 上 为 单调 递增 函数 ,所 以 
- w(y) >- w(B) = 0>- l(x,y) >0 


<0>и(х,у) < ш(у,у) = 0‏ کو د 


=>- (х,у) S 0>ш(х,у) > 0, 
根据 本 章 定理 1.4 和 第 四 章 的 引 理 7.1 知 (4.4) 式 成 立 . 
下 面 是 定理 4.1 一 种 多 元 推广 . 
定理 4.2 ШЖ zx, 二 B(i=1,2,… ,n,n 二 2) ,那么 有 不 等 式 


Y z EaGo-DUGG)I*?. (4.8) 


[гу 


其 中 G(z) = zz ЕЗЙ х, sur, 的 几何 平均 ,B 由 定理 4.1 所 


定义 . 
证 明 首先 证 明 : 若 a, >0(i=1,2,…,n), 且 G(a)2>1,WJ 
Va a^ > [Сб(а)1%®. (4.9) 
ЖФ С(а) = Zara 00 a n DOSE 


THU ai> 2а, >0, 则 Ina, >- Z-1na, .由 切 比 雪夫 不 等 式 及 算术 一 
几何 不 等 式 得 


њата = (апа + + aaa) 
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zml(a bau) (за + = ina.) 
5 п 


> G(a)InG(a), 
即 (4.9) 成 立 . 
由 z,í2,2: 82 1 GEI 4.1、\ 算 术 一 几何 平均 不 等 式 及 (4.9) 得 


У zs = У) oG5ca))m X Uz) 


ifia. „е, 6. 
зру w 

> n(n - DIC TL Jz) Oy E М? O 
= n(n - DLG, 


即 (4.8) 成 立 . 
定理 4.3 1#/(х,у)=у-1-х\пу- r= DA ,0«8xe'. Wl 


( 1) 存在 唯一 LI 9(8),898 1(0,9(0)) -0, E. 
0< Ф(0) < 6. 

Cl ) 当 z,yE[9(),9] 时 ,不 等 式 (4.3) 式 成 立 . 

证 明 (i) 由 定理 4.1 之 情形 1 的 证 明 可 知 ,1(0,y)(0<y< 9) 关于 y 为 
严格 单调 递减 ,连续 , 且 1(9,0+0) = + 9511(0,0—0) CQ, Rc EHE аЛ 
值 定理 知 断言 (i) 为 真 . ， 

(il ER pg(0) 三 y< z+ 三 9. 由 定理 4. 1 之 情形 1 WEN, ят 
明 1(80,у)<0, В ii 


210.) : 
202 2,1. <0, 


1(0, RF у 在 [gp(6)， oj LE, 故 有 
(8,9) < ((0,$(0)) = 0, 


H 


从 而 可 断言 (H) 为 真 . 


第 五 节 ”关于 三 角 函 数 的 几 个 不 等 式 


本 节 设 казын шуу ныды о МА 
下 是 关于 三 角 函 数 的 一 些 不 等 式 . ' 
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定理 5.1 设 锐角 а, 满足 aotanao =1, 
(i ) 若 maxial,az，，asi<ao, 则 有 


> sina, > nsins. 


CX а € mina, ,a; 7, a, | C maxla, saz, ,a, | < z, ДЖАЗ 
向 . 
证 明 因为 函数 y= ztanz 在 (0, 子 ) 上 递增 的 ,所 以 定理 中 的 a, 为 唯一 


f, f(a) = Dsina, JU 
f(a) = cosa, 
(Ina, - Ina;) (а, = a, fx) 
= (Ina, - Ina; )(a,cosa; — а;соза;), 


由 于 
(toost) = cost ~ tsint , (5.1) 


(5.1) 式 在 (0,ao) 上 为 正 ,此 时 f(a) = sina, 在 (0,ao)" EH S- JLI h 


数 ;在 (ao 7) 为 负 , 此 时 f(a) = Zsina, 在 (ao,x)" 上 为 S- 几 何止 函数 ;由 


定理 1.4 和 第 四 章 的 引 理 7.1, 即 知 结论 成 立 . 1 
推论 5.1 (i ) 若 maxla, ,aa < a M 


nsina GP sina, > nsins Pu J Їз. 
(1) а, mintai, a, | Smaxl a, , 4, <a 
nsina CP nsitis ы Dsine, Pa | Пек. 
证 明 “因为 =snz 00,7) BDA (5.2) T В ca 
论 3.1 的 (| ) 知 :y= яй (0,7) ЕЗ ЛИНЕ Ж, ВГ fla) = Попа, 在 


(O, EERIE, S. 3) SURGE LUI 42:5 2:0; у sina EO, 7.) 


上 单调 递增 ,(5.4) 式 成 立 ;至 于 (5.5) 式 , 则 是 算术 平均 与 几何 平均 的 关系 . 
定理 5.2 设 锐角 a, ME 2a = tana, 
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(1 JF maxlal,az,…,asi<ao, 则 有 


У) сога, > ncots. 
£t 


Cil 37 a, < minla, az, 


向 . 
WEBB 由 于 对 y>=2z-tanz, 有 


,a, | Smaxlaı sa, a, |< F WREAK 


y = 2 - ser = C 
cos z ° 


所 以 y=2z -tanz Е(0, т) EX EC, PERRE y(0)=0, 
> +0) = - oo 所 以 条 件 中 的 a, 存在 且 唯一 ; 设 f(a) = Deota, M 


fila) 2-cscla,, 
(Ina, - па) (а, - a, fx) 
= (Ina, ~ Ina,)(— a,csc'a, + a;csc'a;), (5.6) 
由 于 
(= tes? t)” = — esc t + 2tcscztcott 
= csc' tcott (22 — tant) 


在 (0,ao) 上 为 正 ,(5.6) 为 正 , 此 时 /在 (0,ao)" 上 为 S 一 几何 凸 函 数 ;在 (a。， 


m 


F 为 负 ,(5.6) 为 负 ,此 时 (ds T ENS - 几何 四 函数 ;由 定理 1.4 和 
第 四 章 的 引 理 7.1, 即 得 结论 . 


推论 5.2 (1i ) 若 maxla,,2,,7,a, | < T, ERE 


вл), cota, (5:8 со 
> k É 


Doota, > noots 


т 1 


(H) Æ$ <minla, az, ,a,}Smaxla, raar san] < ao ШЖ 


S cota; > nots > noora Pn J сш: 
& E 


(iii) 若 m<minla az, ,a, | Smaxla, sa) ra, |< Z MA 


ncots > > cota, > ncota > n / Tiata 
i=l ist 3 
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证 明 由 第 二 章 推论 3.1 的 (iv ) 知 ,y=cotz E (0,7) JL PT LR C, PF 


Ш уба) = П сота, 00.2)" 上 也 是 几何 四 函 数 ,(5.7) 式 成 立 ;对 于 (5.8) 和 
(5.9) 式 ,考虑 函数 = cotz, 有 


y =- csr, y” = 2es z * otz, 


yy” = (yy! = esc z (2cot z — cs z) = csc z (co z - 1), 
从 而 知 y= cotz #Е(0, OER а EC ERKEK, (5.8) 


和 (5.9) 式 成 立 . 
定理 5.3 设 a,(i=1,2,…,n) 为 锐角 , 则 


lesa, > oncses. 
£i 


EM 设 f(a)= esca, M) 


fila) =- csca,cota, , 
(Ina, = Ina; (ai fi = a, fa) 
= (Ina, - Ina; )(- a,csca,cota, + a;csca;cota;), + (5.10) 
由 于 
(= t * csct * cott)’ = 一 csct，cott + tesctcot t + tcsc' t 


= cs t(t + tcos' t — sintcost) = csct(t + toos t ~ 2-20) 
ze) -sin2t) >0, 


在 (0, 孔 ) 上 为 正 ,此 时 (5.10) 为 正 ,f 00,5)" 上 为 S 一 几何 凸 函数 ,由 定理 


1.4 和 第 四 章 的 引 理 7.1, 结 论 得 证 . 
定理 5.4 (| ) 若 maxial,a,,…,a,|<1, 则 有 


J arctana; > marctans . 
т 


(i Æ тіпа, ,a; a, >1, 则 不 等 式 反 向 . 
证 明 设 f(a)= Šarctana, , 则 有 


fila) = pu 
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(Ina, — Ina;)(a; fi = az fi) 


= (Ina, - таз) Gs s ÍT (5.11) 


由 于 
(— y= l+ 2 ے‎ 1-0 
ы (1 + 22) (+) 
在 (0,1) 上 为 正 ,此 时 (5.11) 为 正 ,f 100,1)" 上 为 S 一 几何 凸 函数 ;在 (1+ 
吕 ) 上 为 负 ,(5.11) 为 负 ,f 在 (1, + co)” 上 为 S- 几 何止 函数 ;由 定理 1.4 和 
第 四 章 的 引 理 7.1, 结 论 得 证 . 


推论 5.3 (1 ) 若 maxla,,a,,…,a,1<1, 则 有 


一 (5.12) ~ 5 1з) үр 
патсїап а > У) arctana, > narctans ПЦ апа. 
я 


(1) # minfa, az, a, 1 2 1, WA 


— (5.14) ч е 15 Tg 
narctan а > narctans = У} arctana, )n II arctana; 
f ie 


证 明 [М у= arctanz 在 (0,+ S NES Иш. 12) 式 成 立 ; 由 于 y 
=arctanz 在 (0, + %) 是 几何 四 函数 , 故 f(a) = Ñarctana, Е Е. ,上 也 是 几 
何止 函数 ,(5.13) 式 成 立 ; 由 于 y= arctanz 在 (0， + oo) 上 为 增 函数 ， (5. Ж 
立 ;至 于 (5.15) 式 ,是 算术 平均 与 几何 平均 的 关系 . 

引 理 5.1 REK f(z)=2zarccotz -1, 则 /在 (0,+ co) 上 单调 递增 . 

证 明 


f(x) = 2arccotz — =. 


_ 2 : -2U +a’) ~ as? L 34 v 
feuis gqerxy C aN <. 
所 以 ула ВАЙ, Хз ©) 20, АШ fF (z)>0, a TES r 


递增 . 


由 于 引 理 5.1 中 ,f(0)=0， f(D = 于 -1%0， PUTER 一 的 a, € (0, 


1), 使 f(a。)=0, 对 此 a, 有 
定理 5.5 (i ) 若 maxia, ,a,,…,a,|<ao, 则 有 оби ВЕ 


^ 5.16; _ 
n, | TT arceota, ‹ 2? narceot à 
n < ; 
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(5.17) < (5.18) 
< arccota,; narccots. 
< f 


< 
(Cü) 4 a, €a,,a; 77, a, X 1, WA 


as ym 
жауса а II arccota; 


EDS cota DEE 
ari i . 
< а < 


(而) 车 minla; ,as,…,a,1>1, 则 有 


— (5.19; š 
narccot а ( < PN П arceota, 
iei 


720 narccots (5.22) Ylarceota 
К < f is 


< 
证 明 对 于 (5.16) 和 (5.19) 式 ,两 边 先 约 去 n ,考虑 函数 y= arccotz , A 
mE! - 2x 
> СС > (+29 


Cy 22 ° arctanz — 1 
> (+ ° 


由 引 理 5.1 知 y 在 (0,co ) 上 为 对 数 四 函数 ,在 (ao T) Ж ЖОЛ ШЖК, (5.16) 
和 (5. 19) 式 得 证 ; 因 у = arccotz 在 (0, + co) 上 为 凸 函数 , (5.17) 成 立 ; 因 
arccotz = + — arctanz ,再 由 定理 5.4 知 (5.18) 和 (5.22) 式 成 立 ;由 算术 平均 
与 几何 平均 的 关系 得 (5.20) 式 ;又 y = arccotz 在 (0, + =) 上 为 几何 站 函数 ， 
站 arecota, 在 (0,+ о)" 上 为 几何 四 函数 , 故 (5.21) 式 成 立 ， 

定理 5.6 #0<а,<+7,4=1,2,,я,ИЖ 


S acota, < nscots. 
EM 8 /(а) = асо, 


fi(a) = cota, — a;csc'a;, 
(та, – 1na;) (aif, — a; fs) = (Ina, — Ina) 


* (cota, — aicsczal — cota; + acs az), (5.23) 


又 因 en 
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(cott — test) = — 2esc' t + 2tcesc tcott 


= 2c (( — - 1) € 0 
tant 


所 以 (5.23) 为 负 , 从 而 f 00,5)" EXS- ЛИШ Ж; PHH FEE 1.4 和 第 
四 章 的 引 理 7.1 ,结论 得 证 . 


BAT ”有 正 最 值 的 几何 控制 及 一 些 应 用 


在 本 节 中 涉及 的 向 量 a = ia ,a,,…,a, 1 的 а, 有 正 的 最 大 值 M 和 最 小 
值 m, 即 
maxía;,a;,"7*,a,| = M >0, 


minja, azsa, |} = m > 0, 


下 面 恒 设 =, Ña, 


引 理 6.1 


MM پور‎ "2 
абаз заз ,7,2,) > CM, A a N s Mg m 


证 明 Ж М=а, 2a, > 2а, = т>0, s" = a, aa, WA 
Мт" = Mmm < s" = азага, < MM: Мт = Мт, 


"1—5 


5 


"= Мт 


<M, 
往 证 当 a, = M ,k22 时 ,有 


2,2574, 2 M( ， "SO 
a arr 
arara, < M( AUS 


pM 
а, (а) € ауага, < M( Үк > 


TM n- 
所 以 w< y چم‎ АЙ asa Saas € ЕШ 


事实 上 , 若 不 然 , 则 有 


于 是 
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eem eMe in 


a X 3" 


BAFE, EXGDENEOU 


үг pM په‎ 
ааба, = M ,J Ma ` [м Мут s. 


故 引 理 6.1 得 证 . 
引 理 6.2 FERR ko Skon - 1,0818 


IMs My утур, em nml sas esa). 
证 明 HF m M< s'< mM" ', s" 在 递减 数组 | ma Mesum 
M' ,… ,mM"'| 的 两 个 数 之 间 , 设 т" M' <s" mt S! Mi! {ЕЕ 
IM e MR) n(n rasa). 
TAE M-aIZaimelÍa = m >0, 当 ick 时 ,显然 有 
M 2 aa, 
当 i=k。+1 时 ,有 
з" = aya, 


ott An» 


5 2 арта, аттат", 
М.-М eR > аа 


Do 


当 i>k。+1 时 ,有 


з" > арча ami, 


至 此 引 理 6.2 au. 

杨 克昌 教授 在 [39] 中 的 一 个 结果 如 下 : 

例 1 Ü m-minla,,a;,,a, |l, М = maxla,,a;,7,a,| B a, 50, i — 
1,2, n RE 


Уа, =з Ta > (M - /m>. 
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EM #у(а)= $a -ny Па, =1—а Dot ETE 
(Ina, = һа) (a, fı — a; fx) = (Ina, - lad; Ca - a) 20, 
& f EUR MO" 上 为 S 一 几何 凸 函数 ,由 引 理 6.1 有 


aM پم‎ i 
Inla, 525 ,7752,) > (M, | oce a Mii Mg 


所 以 有 
Da- n Ta mE Mor -Da = ns, (6.2) 
ial Mm 
设 g(s)=(n-2) 、 un 
س د ری‎ - 
z "Mm "' 


Ж g(5) 在 VMm 处 取 最 小 值 ,再 代 人 (6.2) 式 即 可 . 

如 果 此 题 用 凸 函数 来 证 ,要 复杂 一 些 . 如果 利用 引 理 6.2 和 f 为 S 一 几何 
凸 性 ,会 得 到 怎样 的 结果 呢 ? 

引 理 6.3 设 n 二 2,p>1, 则 


n 1902-1) = аар 
Inp <i 


证 明 


In(p - 1) - Шар 
1<n inp 


Sg(p) = p - 1- p*lnp > 0, 


g(p)-1-(1«4 Дыр)? 


Laig (p) = (рт - Te ns M 


ll (arien? =1 ا‎ 
S ET 
M p tg (omma, X pg (p) p—>1+0 REX 0, 所 以 ， 


m 


рв (р) >0>g (p) >0, 
Н g(1+0)=0, 从 而 有 
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g(p) = p-1- ртр > 0. 


又 
„ lp = 1) = Ining 
Inp <+ 
&h(p) = plnp — p + 1 > 0, 
H 


h'(p) = Inp > 0, 
所 以 h(p) 单 调 递增 , 又 h(1+0)=0, 故 
h(p) = plnp- p+1>0. 


定理 6.1 设 
maxla,,a2,*",a,| = M >0, 
minla,,a;,,a,] = m > 0, 
A p= 总 >1, 则 有 
Уа - “/П |a тах, и АМ + (n - k)m — n Vm" M | 
i=l 16 
(p - 1) - аар — 
< nmi! а -1) +1]. 


证 明 по: 2 知 存在 自然 数 ko LR <n-1, i 


Mea /下 АМ + (n = ko = Dm + ртр = 5, 
易 证 关于 SIC сут. 12 TIT ns 在 "Ym" "TM" 取 唯一 的 极 小 值 , 且 
Vm "M^ < "Ym Mh < mU MNT, 


所 以 
т" м n ан. 
ту S < m MS T оте 
= m- пут" Mî 
或 


进而 有 
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Уа -п,| Ta: € &M + (n - k)m - n Zm" Mo, 
= i 


< (ko + 1)M + (n - ko - Dm п Vm” S MNT, 
由 于 1<k。 三 n -1, 结 合 以 上 两 式 有 


рр -n Ц“ < стах, ТАМ + (n = k)m - n mM), 
BK g(t) =:М + (n ~ t)m — n Vm M ,其 中 :E[1,n], 则 有 
g(t) = (M - m) + nm- nmp* , 


g(t) = M- m - mp*lnp, 
4 £ (07045 


5-1. y 
In prs 


_ „ nlp - 1) = аар 
gan Inp , 
由 引 理 6.3 s PED - PIA € [1,n] ,所 以 g( 2 存在 唯一 的 驻 点 


x In(p-1)-Inlnp н 


Inp 


g' (0) =- Polo p < 0, 
Вал п О =D ing gg gp 


#()< п In(p - D ~ Inin 


Р (M = m) + nm nm 21 
5 D bibo ۔ ر + ر ۔‎ Aly 


E nm [Co - Des np - ice sajtit 
BUEXUT IX kn FEN, Ж 


В) < nn [GE аар 1, - 1) + 1, 
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命题 得 证 . 
书 [2] 的 76 页 有 一 个 Schweitzer 不 等 式 ,这 里 用 S -几何 凹 性 质 来 证 明 . 
例 2 i&0«mXa,EM,i-1,2,,n,lll 
1 < 1 1 (M + т)? 
dady d< 4Mm ^ 
证 明 不 妨 设 m, M 为 a;(i=1,2,…,n) 的 最 小 值 和 最 大 值 ,因为 a,， 


SLZ e n REET GE Sa S D uersa (E Sa) 


= SI- 


Е. 二 为 几何 凸 函数 . наеме Me ML TR m,,m)X 


MORI Cas ,ai sas) ,所 以 有 
ах AY DS Blam + (a-k Dm + rr] 


[ko =1 Mt 
maT 


+ М + (n -ho - Dm] 1 
在 (0, + co) 上 只 有 一 个 极 小 值 ,所 以 对 于 FOR mt Mt <" myth 
мж 
KG те MS) 


n-k 


-1 
) + [RM + (n — bç = 0] 


= =( + 
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= RoC + M) +2(n = ko 1), 


与 
fG') € уот"! Mh) 
= MOS + Eh. LM + (n = k = Dm] 
mM 
= (n= ko DG М) + 2k, 
之 一 成 立 . 即 有 
1 1< 1 
yak Ð 
< [Ê + (n = ko важи 00 + M) 
+ + M) + 2(n = ko =1], (6.3) 
5 
1 < 11 
сас а) 


< bU + (n = ko -D + 1+ (n = ko 00 + M) 
+ (n = ko = D + M) + 2k], I (6.4) 
之 一 成 立 .对 于 (6.3) 式 ,右边 为 k 的 一 元 二 次 多 项 式 ,考虑 其 二 次 项 系数 
(f М зуй n (+ M -2); 对 于 (6.4) 或 ,右边 为 的 一 元 
= m M 
TAXES EBR = KIIR -Gtp 2) 和 一 次 项 系数 (n -2)(у + 
M - 2) ,利用 抛物 线 的 极 大 值 点 的 性 质 , 有 


1 < 1.1 
G 2280627 2) 
м? 


О па т на) M) 


т 


á 
*2(4 


+ (+2) -号 -D] = ک1 + ي‎ My 
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+09 12-р + М 


5 ) + 2 于 于 2] 


>= +M) (M+ m». 
2 4M т 4Mm 
这 就 证 明了 所 言 不 等 式 . 
可 以 把 Schweitzer 不 等 式 加 强 为 ; 
定理 6.2 # 0<љ<а,<М,і=1,2,---,п, п 为 偶数 时 ,有 
I к в 
Q d y < нә, 
щл 为 奇数 时 ,有 | 


1 < 1 < (M + m)° _ (M - т)? 
GER Gia Ж амы ahin 


证 明 分 析 一 下 (6.3) 和 (6.4) 式 , 当 n 为 奇数 时 ,自然 数 k, 是 取 不 到 
和 ,只 能 在 二! 处 取 到 最 大 值 , 此 时 са 
1 < 1 1 
«Уе i ' 


dg ly. (n- 2H MT loge 


1 PA +M) | 
lm 
A) 
„l 1m MI 1 m M 
ыы t xg an Mtm 
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或 
1 < 1 1 
G 21806 а) 
2 -1 
<H + a- رر م‎ 
+1 + )لچ‎ 1-00 M 
+G - )ر - لح‎ М) + 2 ولحت‎ 
1 im, M1 lm,M 
72*4M 33 44 M n) 
_ (M + m): (M-m? 
Mm 4n Mm ° 
命题 得 证 . 
陈胜 利 先生 在 文 [43] 中 有 如 下 的 一 个 结果 . 
йз 设 a,E[m,M],0<m<M,i=1,2,…,n, 并 记 
A) = 131a) = ао, 
则 


aM LA (0) 7 G, (41 


“А, Ca) - Gla) 69 


WEB) RO, 


35 LA. (aD) - G, (a?)] 


Ek = la = (4,,41,77,2,) ! Da ZR,a>0,i= 1,2,.%,n}, 
s= Да, ,由 第 四 章 推论 1.3 的 (ii ) 知 E, 为 几何 凸 集 .因此 只 要 证 明 (6.5) 
式 和 (6.6) 式 在 任 一 E, (R >0) 上 成 立即 可 , 设 正 数 W, 充分 大 ,使 函数 
Жа) = A (4) = G.(a) = дА. (a?) - G.(a?)1 + W, 
在 E, 上 为 正 , 因 
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(Ina, — Ina;)(a; /, (а) - а, f, (a)) 


- 2ai – 2a} 
= (Ina, - Ina, (e - 7 281—283) 
2a, * 2a 
= (Ina, - lnaj)(a, = a) CL - ду =, 


Tü(Ina, – Ina) (a, - 4,) 20,4, S Ma; SM ,所 以 有 
(Ina, - Ina;)(a; fi (a) = a, fi(a)) 


> (Ina, - Ina; )(2, а) - ду = 0, 
Ë f EE, 上 为 S- 几 何 凸 函数 ， 
A.(a,) = G,(a,) = gil A (a?) - G. (a?)] + Wa 


AG) = G,(s) = ДА, (8?) - Gs)] + W, = Wa, 


移 项 即 得 (6.5) 式 . 
对 于 (6.6) 式 . 设 正 数 U, 充分 大 ,使 函数 


gla) = А,(а,) = G,(a,) = Д-ТА, (a?) - G, (a?)] + U, 


在 E. 上 为 正 , 同 理 可 证 g 在 E, 上 为 S -几何 凹 函数 ,此 处 从 略 . 
在 例 3 中 , 若 M 和 m 分 别 是 诸 a,(i=1,2,…,n) 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 
利用 引 理 6.1 和 函数 / 的 几何 凸 性 ,会 得 到 怎样 的 不 等 式 呢 ? 


Жа)= A,(a,) - G,(a,) - aL A. Ca?) - G,(a1)] + W, 
М+т+(п-2) NIS 
mI Lm. H 


M! + m° + (n – 2)( 
TW 


А, (а) -б.(а) = gg LA, (a?) = б,(а1)]. 
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( -2 ta. ces ЕН 
+ 2 -Ni 


由 于 Mm" ' <s" < M"`' КРГЕ 元 二 次 函数 的 图 像 知 


Tr adr 
Mm 4M Mm 


所 以 有 
4,(a) = G, Ca) = gy 4. (al) - 6,680] 


M +m 1 М + m° 


AU aM om 


1 1,22 


пі l 2 2 n-2 т? 
Е 


2+ (4n -4)Mm - (n - 1)m* 
4nM 


因此 可 把 (6.5) 式 加 强 为 
Аба) = GG) – aL A. (a?) - G,(a)] 


3M? + (4n - 4)Mm - (n -i) т? 
> тахі0, 4aM 


- мт? + iMm. 
如 果 利 用 引 理 6.2 和 函数 f、g 的 几何 凸 性 ， 再 利用 抛物 线性 质 ， 将 得 到 (6.5) 
(6.6) 的 逆向 不 等 式 ,读者 不 妨 一 试 .其 实在 这 种 思路 下 ,可 以 对 许多 不 等 式 进 
行 加 强 .下 面 以 对 定理 4.3 加 强 为 例 进行 说 明 . 
定理 6.3 设 


m = minlaı ,a2,°**,a,| > 0,M = maxla,,a;,,a,] < T 
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则 存在 自然 数 ECT LEM 
Ык, ДЕ” ^ 
cscM + (n — 2)сзс 4 M + cscm < esca, 


= max kcscM + cse ram S r+ (n-k — lcscml. 


证 明 ¥ f(a) = Zesca, ,由 定理 4.3 的 证 明知 ,是 (0, 子 )” ES-J 
何 凸 函数 ,由 引 理 6.1 有 


E 


esca, = cseM + (n = 2)cse Mm 
利用 引 理 6.2 知 :存在 自然 数 te 1S n -1, 使 得 


lena, < kecscM + csc e ror + (n = ko — 1)cscm, 


+ csem , 


即 


esca, < „Шах ,lkcscM * eei + (n = k - 1)свст |. 
f a 
练 习 


TÉ aviso >0,a = (272) im] Jas a= Èa. 


1. 设 锐角 B, 满足 28, = соз, - зїп =0, 锐 角 а, 满足 ao = cosas, 
(1)#0<а,,а,,›а, Е 
п T 1 n n 
TF sins TA IF sina, 2 [à ае l*sina' 


Cil DF Bo < 21,22, a, X a, RIE: 


n 1 п 
> < 
ج‎ H Tr gina irana ` 


п 
P 1+ sina, 21 十 sins 


CI) ao < 21,2277, € 7 ORE: 


Da 1 п п 
11+ sina; ii 1+ sina, 1 + sins 


l*sina ` 
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у> ннн и 
7il-*tana, 1 + tans 


2. 0«2,.a,,77.a, «X ,求证 :了 


3. 设 锐角 В. 满足 1 -3pBotanp。 -E =0, 锐 角 a, ЖЕ 1- astana, =0, 
(1) 若 0<al,az,…,a,<po, 求 证 : 


n acos a> У a, cosa; 2 nscoss2> n A] JIaicosa, . 
PA ii 


CU 3 Bı €a ai a, < a, RAE: 


n acos a> nscoss> Sa, cosa, Zn A] Il a, cosa, < 


CHR а «азаа, X ORE: 


nscoss > n acos a> Da; cosa; =n | Il a; cosa; 2 


Š к >z 3 1 n 
4. E O< a ara, < ORE: > Tou 


1+ cots’ 


5. zi,za…nEN,>0, 则 


(D minlz, 2; 


n 
„2,12 A D > JE 


(2)maxlz, 2," 


п 
EIE Qu D os "TE 


第 六 章 ”几何 凸 函数 的 积分 不 等 式 


本 章 将 讨论 几何 凸 函数 的 定 积分 ,给 出 几何 凸 函数 的 几 个 积分 性 质 和 积 
分 不 等 式 , 其 中 有 些 与 经 典 不 等 式 强 弱 不 相 上 下 


第 一 节 ”介绍 几 类 平均 


先 介 绍 几 个 平均 的 定义 ,关于 离散 型 1a, >0,i=1,2,…,n| 的 算术 平均 


ЖА = 1 SD a ,几何 平均 为 G，= 


У) p=1 时 ,1a,>0,i=1,2,…,n| 的 加 权 算术 平均 A, = У) pa, ШЛ, 


а, ; 当 p,>0,i=1,2,.,n, 


何平 均 为 G1 = JI at ;众所周知 А,>б,,А,>О,. 


BEM /:[a,6] 一 R。 连续 , 则 其 算术 平均 为 A = ph f(z)dz, 几 


二 arou 
何平 均 为 Ge (参考 [5] 的 P25); 当 piLa ,6 一 R，，| po(z)adz 


=1 时 ,了 的 加 权 算 术 平 均 为 A。 = fs(z)f(z)az, 加 权 几 何平 均 为 С, = 


[uma 


;同样 有 A,2G, A, 二 G,, 这 两 个 结果 都 是 已 知 的 ,在 这 里 将 略 
(FIERI ,为 了 叙述 上 的 方便 ,以 下 记 A= b~ а,б, = | 7(z)dG， 
引 理 1.1 BH F:[a,5] 一 R,, 且 连续 ,A=0-a M 


llim fa + 14) fa + Sa) f(a + 4) = | rz)aG. 
证 明 因 
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ГҮҮ? + la)f(a + Za) f(a + Za) 


Suneria 
РУ] " 
= ebm othe ے‎ [reae 
我 们 从 引 理 1.1 可 以 体会 到 连续 型 几何 平均 的 由 来 . 
А, >G, WEM: 
1 
^7 g-us „= À n @{ 
> im ле +4) = [rea 
А,>С, 的 证 明 : 


A, = сода = мене + afla + ід) 


А ба + ід) А 
= lim 7 Xp ed YE fla + 24) 
I n S eia) C 


由 А,>С, 及 积分 定义 知 


” А 4: л. 
А, > lim Со) а Шла + aye | ель 
netoa iei = ， 
再 由 引 理 1.1 知 | жов 


A> lim Генле ré 
E ў 


= [e A зло ] P ; 
= мелш ~ G.. 
例 1 设 [o,b]SR,，, 求 F(z)= + la H1 BIER RU, 


a b-a + 
解 A = у nor = کر‎ tih 


Lee hoent | ۴ 
=e = Ваз 
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第 二 节 ”积分 与 几何 凸 函数 


定理 2.1(i) 设 ECR",,FCSR"”,,z=z(z,y) 在 ExF 上 有 定义 , 且 
对 于 任何 y€ 下 ,z= z(x,y) 在 EE 上 的 限制 为 几何 凸 函 数 , 则 


ибх) = ооа, 
x€ 


是 下 上 的 几何 凸 函数 . 
证 明 #х,ЄЕ(СК",)5{ЕЖЯЛ HK , WJ Ж 


и(хї w?) s трее 


e * a1 (w,y)do 
a E 


=(z,y)do ` zw, y)de]* 
lene 


= ala) ui(w), 


其 中 的 (1.1) 式 由 Holder 不 等 式 的 积分 形式 推 得 ,命题 得 证 . 
例 1 #/(х)= f (Sas += € (0, + ©), у Лл. 


证 明 对 于 (0， 至 ) 上 的 任 一 v AS <1 ws] 为 几何 凸 函数 ， 


据 定理 2.1 知 f ЛЕЙ. 
例 2 设 D=(0,+c)x(0,+o)， 
У,у) = I (z + y Jas Guy) € D, 


[DOLI 


M) £ ED 上 的 几何 凸 函数 . 

WW 对 于 口上 的 任 一 O), RR y AMARE, 进而 
z ey" nas mam. k 了 为 几何 的 函数 ，，， 

定理 2.2 (i) 设 ESRI, ,FCR",,z=z(z,y) 在 EX 下 十 有 定义 , 且 
对 于 任何 yE F,== z(z,y) 在 下 上 的 限制 为 S - 几何 凸 函数 , 则 


и(х) = 六 [ea 
y€ 


在 下 上 的 为 S- 几 何 凸 函数 . OPES ÛD 
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(iD 设 ЕСК", , FC R^, z= z(x,y) EX F 上 有 定义 , 且 对 于 任何 
y€ F,z==(z,y)fE E EG – 几何 四 函数 , 则 
и(х) = [Ie 
xë 
ÈE EHS -几何 四 函数 . 
证 明 MEAR). i r, wE EC R"... , H Inr>Inz , ДХ Р yE 
下 ,有 
Oxz(r,y)Ez(w,y), 
根据 定 积分 性 质 有 


и(х) = f- [e ode < f- бае = u(w), 
>€ 


и EE 上 的 为 S -几何 凹 函数 . 

下 面 这 个 定理 是 优美 的 ,证 法 一 是 文 [14] 给 出 的 . 

定理 2.3 设 /:[0,6) 一 (0,+%) 是 连续 函数 ,在 (0,b5) 上 是 几何 凸 函 
数 ,那么 


FG) = [foa 


在 (0,5) 上 也 是 几何 凸 函数 . 
证 法 一 : 设 任 取 xy € (0,5) ,根据 几何 凸 函数 的 定义 ,只 要 证 


Е(/ zy) € V F(x)FG) 


eG G zy) <Е(х)Е(у) 
即 可 ,由 于 


FG) = [rdc = im CE 50 221. 


EVD) = [^ rolas = lim Г pa E), 
к k=0 
所 以 只 要 证 对 任 一 n, A 
[£235 у Ушу PEU SN IS i 
即 


(iSo Yan < PN отр; 2), 


XB галай, 所 以 只 要 证 ыл + d 
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3 EE x3. 
[5 nonc >] = Ун ОБ ЛЕ 221 
即 可 ,而 这 易 由 Cauchy 不 等 式 推 得 . 
证 法 二 : 因 
F(z) = [бой = аеру 21. 


而 根据 第 二 章 的 定理 2.2 的 (ii) 知 f(k 三 ) 为 (0,5) 上 的 几何 凸 函数 ,根据 第 


二 章 的 推论 2.1 RZS fO 三 ) 为 (0,6) 上 的 几何 凸 函数 ,再 由 第 三 章 的 定理 


3.1 即 知 F 为 几何 凸 函数 . 

推论 2.1 E f/:[0,5)- (0, + co) 是 可 微 函数 , 且 广 在 (0,5) 上 为 几何 凸 
函数 , 则 f(r) — F(0) 是 (0,5) 上 的 几何 凸 函数 . 

这 由 定理 2.3 直接 得 到 .由 定理 2.3 可 以 得 到 一 大 批 几何 凸 函数 . 


例 3 已 知 y=tanz,zE(0, 子 ) 为 几何 函数 , 则 
y= [К = Insect |; = lnsecz 


10,5) EX ЛИЛ ШЖ, E E Lobaceuski s 函数 y= | Insecrat {Е(0, Ж) E 


为 几何 凸 函数 ， 
例 4 考虑 函数 


1 x 
pee 
1, 1-0, 
RE a =0 AEG IER НЕ (О, 2) Елтай яи у = f^ a 


зп 


Arte (0,5) ЕЛЖ. 


例 5 考虑 函数 y= ,1E (0, + oo), 由 其 震级 数 展开 式 知 为 几何 凸 函 
数 ,所 以 


y= E 
在 (0,+ лир: AENEA 21522 del 
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成 立 . 
车 8 为 几何 四 函数 ,相应 结论 如 何 呢 ? [14] 猜 想 如 下 : 
猜想 : 设 /:[0,5) 一 (0, + ce) 是 连续 函数 ,在 (0,5) 是 几何 凹 函数 ,那么 
Е(х) = fron 


在 (0,5) 是 几何 止 函数 . 

为 此 作者 得 到 一 个 较 好 的 定理 2.4. 

定理 2.4 设 定义 在 [a ,5b) 夺 [0, + co ) 上 的 函数 f 是 (a,b) 上 的 二 阶 可 
微 几何 站 函数 , 则 


FG) = [fà 


Ela, b JURE I Ж. 
证 明 f 取 值 为 正 ,所 以 下 严格 递增 ,只 要 证 下 满足 第 二 章 的 定理 3. 
3 的 (ii) 中 的 条 件 , 即 只 要 证 对 于 z, € (a,b), fi 
sU Go [^re С) + fGo[ roa <o, 
亦 即 
Uf (zo) + fz) fa < z, PG; (2.1) 


E zof (zo) + f(za)<0, ЕЖЕЙ, Ë zof (z) + F(zo)>0, 设 集合 E, 
=lz>0|z=f'(z=)+ f(z) 501, ER z € E, ,由 函数 的 连续 性 知 ,E, 也 包含 
一 个 含 re 在 内 的 区 间 , 设 这 个 区 间 为 (zi,z:z), 则 x, = a 或 zi 天 oa fB z, f° 
(zı) + f(z1)=0, 当 后 者 成 立时 ,在 (zx, ,zx,) 内 定义 函数 


M af (x) x 
GG) = zi bees - [ra 


因 : р M 
^2 Ui tlaf:f xf + f) — zf: ` Q f. ouf). 
S (zF + FF Uf 
2o ozxf(f:f-z(ow- zf f 
(zf + fy ° 


由 于 f 为 几何 四 函数 ,所 以 
fif -=z=(f)'+ zf. f'€0,G' 20, 
从 而 G 为 单调 递增 ,但 
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А \ 
GG +0 = lm (EE О) + 


这 说 明了 函数 G 不 可 能 单调 递增 ,矛盾 .所 以 z, = a ,因此 
I f(z) Zr 
GG «97 imr лау - [r0 
PT af (x) 
HI Jim у (z) + f(z) 20, 
再 根据 G 的 单调 性 知 ,对 于 z€ (zi ,z) 都 有 (2) 20, G(z,)>0, 
所 以 (2.1) 式 成 立 ,定理 得 证 . 
例 6 Шао 为 常数 , 则 y = | аиа Æla, + o) ЕЗ ЛЫШ 
8. 
例 6 显然 满足 推论 2.2 的 条 件 .下 面 这 个 定理 是 对 定理 2.3 的 推广 . 
定理 2.5 设 /(w,us，,…,u,) 在 首 [0,5,) 上 为 连续 ,在 站 (0,6,) 上 为 几 
MARM, 2 = (x, , 2:, , 2, ) 


g(z) = feas Pass [^ f Cus 12 s u, ) du, 


3e TL (0,0,).E RUPTA Ж. 
ШИ 由 于 了 是 连续 函数 ,所 以 


第 三 节 “几何 凹 函数 的 几何 平均 不 等 式 


本 节 要 介绍 有 关 几 何 凸 函数 的 刀 何 平均 的 几 个 不 等 式 ! 其 中 的 定理 3.1. 
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3.2 和 3.3 由 作者 和 杨 定 华 先生 共同 得 到 , 记 A=b-a,G,= [2f(z)dG. 
引 理 3.1 设 x,,x2€E[a,6]S(0,+%),1<i<n, 则 有 


{а + (түе = a) X [a + (ху - aa + Ls = а)]. 


证 明 其 实 只 要 证 明 f(z)=a+ 二 (xz-a)= 志 z+ (1 Ê)a 在 [a,6] 


上 为 几何 凸 函数 ,这 可 由 第 二 章 的 定理 2 的 (前 ) 得 出 . 

定理 3.1 设 f:[a,6] 一 R,, 为 单调 递增 的 几何 凸 函 数 , 则 g(z) = m 
(1)dG 是 [a ,5] 上 的 几何 凸 函数 . 

证 明 任 取 zi,zzE[a,b], 由 引 理 1.1 知 : 


gara) = [7 Ar)dG = lim J [а + LQZ - 20, 


又 函数 f 为 单调 递增 ,由 引 理 3.1 和 几何 凸 函 数 的 定义 知 
g(V ziz) = JU rac 


< iim, pu * LG a) fla + LG, a) 
"A - : i 
ш [воо + (zı = a)) * f(a + (za zal 


= /|g ORG, 
Ak g 是 几何 凸 函 数 . 
同 理 可 证 : 
定理 3.2 {#/:[а,5]— ЕК, ,为 单调 递减 的 几何 四 函数 , 则 是 (х) = 


[fac 是 [a,6] 上 的 几何 四 函数 . 


引 理 3.2 а | ба + ZA) = Lora. 


证 明 在 引 理 1.1 中 , 令 f(z)=z, 则 有 


im, Jie + ia) = | rae = < 未 en 


= «йө [шө ے‎ Dy 
е 


定理 3.3 8 /.[а,6)--8.. ЛИ, i 
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[reae > Даз), (з.1) 


Ж fila,b])- R.. ЮЛА, Да Б A. 
证 明 由 引 理 1.1 和 几何 凸 函数 的 定义 知 


[reae = КИР + (< КҮРГ «ia», 
再 由 引 理 3.2 知 (3.1) 式 成 立 ; 同 理 可 证 /为 几何 四 函数 时 的 情形 . 

定理 3.3 给 出 了 几何 凸 函数 的 几何 平均 一 个 下 界 , 下 面 讨论 其 上 界 ,为 此 
先 证 明 如 下 的 

引 理 3.3 #0<а<6,а, (at LA i7 12,7, n ДАЙ Е 


32138 6.2 的 &。( 这 里 记 为 ,) ,有 
PR MS Ml 
mon b-a ln5-lna' 


证 明 根据 A, 的 定义 有 
a" 的 < Ta * Za) < атн", 


(2 y spasi- ELS) yen, 


k Sg [Ta + Û. ёсе 


所 以 名 ed TENES 


b- 
loge TTG + mE 


— < А, +1, 


A i b-a 
2) -1« & Са +. 229, 


i b-a k, 
sepa: z-6zi»-ust. 1.1 SR 


кы s span: ПЕ 
= ауу lk "ИТЕ 
E наана шал: 
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由 极限 的 夹 昌 定理 即 知 
"e? 1 bo а b 1 
Jim q = logt (gg * bra) = np dna 
定理 3.4 设 六 [a,6] 一 R. ,为 几何 凸 函数 , 则 
[есас < Leo po) yt 


WEB] 设 f 在 [a,65] 最 大 值 为 M ,根据 第 四 章 的 推论 5.1 和 第 五 章 的 引 
理 6.2, 知 对 任何 正 整数 有 


[romac = im I (a + Za) 


° =н 
1 *G) fo) 7 M * 30 72? 


Dg. 
< lim f7 (a) fË GMT = Ufa) ne Lj) e ea 

把 以 上 两 个 定理 合 起 来 即 为 : 

定理 3.5 # 太 [a ,6] 一 R. ,为 几何 凸 函数 , 则 有 


(она) [усас 
X [/(а)] m [ f(0) J mmm. 


同 理 可 证 
定理 3.6 若 fila, b] >R., HILAR, A 


LfCa) ) mm [f(b ) га 

< frac < r( botas). 

推论 3.1 RË fila b]>R. , 为 几何 上 函数, 则 
к=] far > Uo mo) eh. 


这 是 因为 [tfo dez 127(z)dG 所 至 


第 四 节 — Hadamard 型 的 积分 不 等 式 


十 九 世 纪 末 ,在 凸 函数 性 质 研 究 中 , Hadamard 得 到 了 : 若 fi[a, b] R 
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为 凸 函数 , 则 有 


+ь Le f(a) + fO) 
"e = )< it 276045 5 . (4.1) 


本 节 的 目的 就 是 对 几何 凸 函 数 建立 一 个 相应 的 不 等 式 , 设 A=6-a. 
定理 4.1 设 函数 f:[a,5] 一 R., 为 几何 凸 函 数 , 则 


gf raz < (уы -5 Е pee 


(i вла) 


证 明 根据 第 四 章 的 推论 4.2, 知 fr) + f(z) ++ f(x,) 为 [a ,b]" 
上 几何 凸 函数 ,又 由 第 五 章 的 引 理 6.2, 及 第 四 章 的 定理 5.3, 有 


Ула + Za) 


Па + za» | 
Fr BRE AA 


X (n - k, - Df(a) + k,f(b) + f | л 


TO 
2 Уа + da) < AU E ra) + era) + М), 
所 以 
[rends = lim D а + Za) 
А — n ft п 
в р СЫН pu) М) 
= -olr р) 0а) + 
b 
(6-а inb- кай 
定理 4.1 得 证 . 


又 从 第 三 节 中 知 ， Kipa и b]—>R...,# 
ПЕ )< expl سلو‎ PER 


sg rona. 


Jb Lir ar o Lb 的 指数 平均 ( 见 [5] 的 第 41 页 ), 所 以 有 以 下 定理 . ， 
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定理 4.2 KH f:[a,5]-~R,, 是 一 个 几何 凸 函数 , 则 有 
а) zoe 
1 a b 1 
< (к =a = у) + (i ca nb Hayo (4:2) 
下 面 的 ( ) C ) 是 [5] 的 第 41 页 中 的 几 个 已 知 结果 . 
推论 4.1 设 b>a>0, 则 有 


++) 
а а 
СЕТЕ PEE] а) i 
(8632 Vb Тогат catt 
zt, 
(й) n 2181,18 
(n -1)(%-а)ү n(b* -a") 
accep] «dote > [eT 3) 
EM 在 (4.2) 式 的 前 一 不 等 式 中 ,分 别 令 几何 凸 函数 F(z) = xz, 十， 
Vz, lz MA 
РЕТИ 
е 2 
b-a 1, 
inb а $ 29 е» 
De o4 [a + b+ Ма 
759% < 7 Va P 
ateta < gts, 


Lotus < [с], 


又 在 (4.2) 式 的 后 一 外 等 式 中 ,分 别 令 几 傈 机 函数 (z= 二 


Мав < aE 


T EST ET 
[= -DG - a) 
n(b* -а") 
详细 计算 过 程 在 此 从 略 . 


| zl, 
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当 f BS 88 ЛИТА RKR, (4. DRS (4.2) SCR BUE 
也 号 az 和 5 二 2 了 ,又 用 导数 可 证 明 


二 
Iné — Ina == 


由 此 不 难 用 在 [1,e] 上 的 函数 f(4) = т? 和 5(z)= 点 两 者 来 验证 ,可 以 发 现 


(4.1) 式 与 (4.2) 式 各 有 强 弱 . 
定理 4.3 设 z=/(z,y) 为 D=[a,b]x[c,d]SR:, 上 的 几何 凸 函 
数 , 则 有 
(ач Lar) ү G Ba тис y)ds. 
由 于 二 元 几何 凸 函数 在 一 元 上 的 限制 为 几何 凸 函数 ,由 定理 4.2 易 证 定 
理 4.3. 


1 
Жу, 


第 五 节 ”关于 复合 函数 的 几 个 不 等 式 
定理 5.1 设 函 数 f 为 [a,5] 上 的 几何 凸 函 数 , p(x) 二 0,zE[a,b], 且 
Госа = 1, 记 。*=exp(z),4=6-a, 则 对 于 了 的 加 权 儿 何平 均 ,有 
exp(| р(х) + Inf(z)az) > /lexp( | p(z)inzaz)). 


证 明 由 引 理 1.1 有 
А та 
ex р(х) Inf(z)dz) = ex f Inf(z)2 дг), 


ap(arza 


адшу: БА слу” 
= lim Ir[7(« * Да)] (в) asia) d 
由 几何 凸 函数 的 定义 ,有 
exp(| oz) * Inf(z)dz) 
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- /| (exp Lf naar == | 


à 
- /lexp| Inz” dz). 


故 有 
; exp(| pz) . Inf(z)dr )> f[e(f. 0c) . Inzdz ) |. 
定理 5.1 推广 了 定理 3.3, 实 际 上 当 plr) =z i ERS. 就 是 定理 


3.3. 
定理 5.2 HEN fla, b] >R., -ANLAR p(2)20, xE 


[e,b], 且 | e(z)dz = 1 RET f IBLE A 
> b 
exp 人 (| ez) . Inf(z)dz )< Дое ([ Са) ] 
жя. 


证 明 B cya ,6] 上 的 几何 凸 函数 ,于 是 由 定理 5.1 得 
1 


exo( [0622 - n yaz )> DE [> 


即 
exf- | er) ауса) 


(зае ) ] | 


eee foco аса) > еса) 
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Sex| [o ` ln/(z)az ]< Деса). 
513 5.1 HAK f(x) 20 2€ [a,b], 
zu Inf(z)dz < (5 


firar) 


成 立 。 
这 是 [5] 中 第 385 页 的 一 个 结果 。 
定理 5.3. KHAN f [a b (S0, + ce)) 上 的 几何 凸 函数 , 则 有 


[у сае > (0 - a) Дав) 2 
G) f Ear > (ne = Ina) (мав). (5.1) 


证 明 (1 ) 根 据 第 二 章 的 定理 3.2 90: Inf Ce" ) 在 [ina ,ln6] 上 为 凸 函 数 ， 
所 以 由 Hadamard 不 等 式 有 


Inf (exp (E8785) — 1 ub. Inf(e)dz, (5.2) 

Se= WA 
па) i sj. fu, 

即 

lnf(a5) pat. gf atoa, 
再 由 引 理 5.1 知 

Inf (ab) ides! (коош), 
即 


VB) Sot) oar, 
аав) < [ria 
(iD 由 (5.2) 和 引 理 5.1 有 


nf (exp( غل‎ ( (> (i s, (ea) 
4 e=, Bi 


1 ру) 
П) пуш], Сш. 
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定理 5.4 设 函 数 是 [a,b]S(0, + c) 上 的 几何 函数 , 则 有 
(i) adiar > 0 - a) + (VADO) F° s 


CD f Ear > (Ind = Ina) - VFF). (5.3) 


证 明 (i ) 根 据 第 二 章 的 定理 3.2 Я: (е) Епа ,ln6] 上 为 凹 函数 ， 
所 以 由 Hadamard 不 等 式 有 


mel Inf(e (dz > InfCexp(Ina)) + InfCexp(Inb)) 


TE 
RU 
ES > lA nf), 
再 由 引 理 5.1 知 
к= [> p Ош |> nf afte) 


(f GG»* iu] > VFN) 


[ооа @ < а). (ROTO). 


SPEI DESC . 
推论 5.1 (1) й (а, b 1( (0, + co)) 上 的 向 何 凸 函数 , 则 有 


[reas > (Inb = Ina) Мав + f(/aB). 
Ci ) 设 函数 了 是 [a 6) (0, + co)) 上 的 几何 四 函数 , 则 有 
[rena > (inb — Ina) Vab + V Fla JF. 


证 明 (ТӘ 为 几何 凸 函数 ,所 以 zf(z) 为 几何 是 函数 ,利用 (5.1) 式 
有 


| Zar > (ив - Ina) Мав. (Мав). 


finas > (Inb = Ina) Ve: (дБ). 
ODE f 为 几何 四 函数 ,所 以 =A(z ) 为 几何 凹 函 数 ,利用 (5.3) 式 
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f Aage > (Inb - Ina) + (y abfla Jf) )， 


[reds > nb = na) Va “FTO. 


第 六 节 ”几何 凸 函 数 的 定 积分 的 另 一 个 上 界 


在 定理 4.1 中 ,我 们 给 出 了 几何 凸 函数 定 积分 的 一 个 上 界 ,在 推论 3.1 和 
推论 5.1 中 ,又 得 到 了 几何 凹 函数 定 积分 的 二 个 下 界 , 本 节 将 继续 推导 一 些 结 
R. 

引 理 6.1 设 0<a<4, 则 对 于 [a,b] 内 的 任 一 实数 zx, 存在 а(х) Є (0, 
1) ,使 得 


r= а“) (6.1) 
BSL, ERK x 一 a(z) 为 严格 单调 递增 函数 . 
证 明 设 
alz) = loge 三 ， (6.2) 


则 xz 一 a(z) 为 严格 单调 递增 函数 , 且 
а(х) = logs = > logs1= 0, 
和 
а(х) = орь Ž < logs = 1,7 


对 (6.2) 式 整理 即 为 (6.1) 式 ,证 毕 . 
定理 6.1 ， 设 实数 a ,zi ,zz,5, 满 足 бези сыс, B a) = logs 


rugs 


Xi 


7. a, loge * RK f La ,b] 上 为 几何 凸 函 数 , 则 
| faa 


S rir дауу: ni Za Ў (3) ]- 


证 明 Ef f(z)dz Ф,Ф alz) = loge Z,a, = logs ŽE, a, = logs 72, 1 
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引 理 6.1 知 ,对 于 rzE(ri,r), 有 a<a(z)<aa, 且 工 =a b UR 
fas = fer таб n Pde, 
由 几何 凸 函数 的 定义 知 
fona la т ало) < ада 


= af(a)* mf (Кез) a 
= e. n2. (RE) I. 


In 


afla 
站 
af(a 


= xara елау => (E) - (263) 1' 


等 号 成 立 当 且 仅 当 (6.3) 式 等 号 成 立 , 因 而 等 号 成 立 当 且 仅 当 f у аЙ 


常 函数 ,证 毕 、 


推论 6.1 设 0<a<6, 函 数 了 在 [a,5] 上 为 几何 凸 函 数 , 则 当 x € (a, 


5b] 时 ,有 


[raya mare egy a (FE) i] eo 


在 定理 6.1 中 , 令 хү=а,х,=х,Й| БО; 此 时 易 得 (6.4) 式 . 
推论 6.2 设 0<a<6, 函 数 了 在 [e,5] 上 为 几何 凸 函数 , 则 


E bf(b) — af(a) “> 
[Ой < Frat шакар ° l saa р (6.5) 


定理 6.1 中 , 令 xz, =а,2. =, a, =0,a,=1 RBR DR: 
利用 几何 四 函数 的 定义 ,几乎 同 理 可 证 以 下 结论 : 


定理 6.2 HEH a,x 2,0, ÑE Oar < arb, BR а, = logi 


71 as 7 logi 2 RK f Æla ,6] 上 为 几何 四 函数 , 则 
NOS 


> во dy ^r ES) - (3) ]-®® 
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推论 6.3 #0<а<5, Ж f Ela, b] БУЛАМ, ДУ zE[a， 
5] 时 ,有 


af(a) х ГС) mE _ 
[оа > волу садар" (5) 1]. 
(6.7) 


Ж 6.4 设 0<a<5, 函 数 了 在 [a,5] 上 为 几何 四 函数 , 则 


id bf(b) - afla) “> 
оа 2 о) ауу mu (6.8) 


定理 4.1 和 推论 6.2 分 别 介绍 了 几何 凸 авеню ья, ве 3. 
1 .推论 5.1 和 推论 6.4 也 介绍 几何 凹 函数 定 积分 的 三 个 下 界 ,它们 之 间 的 大 
小 如 何 呢 ? 作为 一 个 问题 让 读者 思考 . 


推论 6.5 00600,7). 


(1 )хапЬ2>Ь2>зїпЬ; 

( li )2(bsinb + cosb 一 1) 二 bcosb; 
(iil )3sinb — 3ЬсозЬ2>Ь?зїпЬ; 

(IV )3tanb – 3b btan' b. 


EM (I ) 由 第 一 章 的 推论 3.1 知 ,y= созт 100,5) БЕЛШ, 


令 0<a<b< 子 , 代 人 (6.8) 式 有 


bcosb — acosa b 
CET Zi bcosb) — ln(acosa) ars 
Sinb — sina Z (bcosb ~ acosa) Inb = Ina i 
нет Tala oosa)" 
ERPS a 一 0 有 
Inġ = Ina 
sinb > bcosb lim (50556) — In(a cosa 
Ed 
sinb 2> bcosb lim Е 
e 
acosa 
sinb > bcosb , " 
tanb > b. 


又 y=secz 00,5) БЕЛА, КА (6. 5) SEU 


(cosa — asina) ' 
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— bsec b 一 aseca _, 
In(5sec b) – In(asec'a) 
In» - Ina 


_ T 2 
tanb — tana X (bsec b — ase a) in(bsec b) — In(asec a) " 
4 a 一 0 可 得 


pi ibn _. ` 
人 


а 


ж b 
| set zdi < h7’ 


tanb < bse b + lim 


一 y (seca + 2asec' atana ) 
asec a 


tanb < bsec b, 
sin2b < 2b, 
HE 2b 处 用 代入 , 即 知 结论 (i) 为 真 . 


(П) у= rcosz (0,7) E ,为 两 个 几何 四 函数 的 乘积 ,也 是 几何 四 函 
数 ,代入 (6.8) 式 后 ,再 令 a 一 0 可 得 | 


2(bsinb + cosb — 1) > ф?созЬ, 
详细 过 程 在 此 略 . 


CDA y= zsinz 在 (0, 子 ) 上 ,为 两 个 几何 四 函数 的 乘积 ,也 是 几何 四 函 
数 , 代 人 (6.8) 式 后 ,再 令 a 一 0 可 得 


3sinb — 3bcosb > b'sinb, 
详细 过 程 在 此 略 . 


(WDM y= tanî x 在 (0, 竺 ) 上 几何 凸 函数 ,代入 (6.5) 式 后 ,再 令 .arr0 可 
得 a ы Р 
3tanb — 3b < btan! b. 
推论 6.6 a 
CI DE bE (0,1), W 2 У1- 6? + barcsinb S2; 
Cil) b€ R,,, 则 БагстапЬ2>1п(1 + 5°); 


(IR nEN..,bER,, W eme pe +. +, 
тат 


(М) n€ N.. ,5€ RL ;, RW 
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2 21 2 2192 
和 

证 明 (i ) 由 第 二 章 的 推论 3.2 A, у = arcsinz 在 (0,1) 上 为 几何 凸 函 
数 , 代 人 (6.5) 式 后 ,再 令 a 一 0 可 得 

2 /1- 0? + barcsinb < 2, 

详细 过 程 在 此 略 . 

(ii ) 由 第 二 章 的 推论 3.2 Я, y = arctanz 在 (0, + co ) 上 为 几何 凹 函数 ， 
代入 (6.8) 式 后 ,再 令 a 一 0 可 得 

barctanb > In(1 + b°), 

详细 过 程 在 此 略 . 

(出) 由 多 次 分 部 积分 知 


[reae =- e PIE P (6.9) 
又 易 知 函数 y= x"e “在 (0, + co ) 上 为 几何 凹 函数 ,把 其 代入 (6.8) 式 ,再 利用 
(6.9) 式 得 


Ўсув" 


5 ui = а" 


In(5"* e^) -ln(a 


BR eme * 


бы] 


> 


4 a—0 可 得 


PY -ò Ino = Ina. 
0 lim EGET) nane)" 


Лр! 


бї] 


1 
> prie lim 1 а 
ый: aeu + Da'e^ 


* а") 


- n! - i- 
EE аса +! < и". 


Ir] 


整理 即 知 结论 (ii ) 成 立 . 
(NOR m€ N.. ,由 多 次 分 部 积分 得 
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IE = Xe: "gp. (6.10) 


又 易 知 函数 y= "е 在 (0, + oo ) 上 为 几何 凸 函 数 ,把 其 代入 (6.5) 式 后 ,再 利 
用 (6.10) 式 得 


с eg - me 
ge cate К 
Sm a e) an 
再 令 a0 可 得 
k А ОР 
exci ) g’ U*-(o mx noue (6.11) 


由 于 m € N, ,的 任意 性 , 当 m 为 偶数 2n 时 ,整理 (6.11) 式 可 得 


1 
Wr иі 


ПЕС мее 
21 + 2n +1)! 
当 m 为 奇数 2n+1 时 ,整理 (6.11) 式 可 得 


< 


СЕРИ 
至 此 知 结论 (ly ) 成 立 . 
下 面 介 绍 一 个 判断 几何 西 (四 ) 函 数 的 充分 必要 条 件 ， 
定理 6.3 设 实数 ,5 满足 0<a<6b,f 是 [a,5] 上 的 正 值 函数 , 则 
(Û Df 为 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 为 : 任 取 [a ,5b] 两 点 c,d,c<d 时， 


А ; арба) - cf(c) 4. 
[оа = df(d)) = In(cfCc)) "dn 


(ii галичанин аян ER Ca TA C.a, c< d f, 


有 


有 


“ afd) -efle ... nå, 
[ш > in(2f(4)) = In(cfCc)) 


证 明 DR ужин E u sC [o bou o a EG, 
1) ,使 得 
fut v) > f^ (ш) f(v), 
MEERE (a ,a;) 8848234 a € (a, ,az) 时 ,有 бзен 
Ка”) ft (ay Ө, L2 
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且 对 于 i=1,2 有 
flu ie) = fh (u) f (o), (6.12) 
АШАН и чо <и hus сеи iv ,d = un WF aE (a, 
a) ,有 
Куб. f(u tv) > ша ° Ри). f(v), 


Галат *v' )da > fu hy f^* (и) f (v)da, 


前 积分 中 令 := u!" sus 代 换 , 则 a = log; f 


c fy тё > «ој (ER ae, 


In Z 


vf(v)Y* (олбо) ^ 
e. yl А oo IM 
Í: FO ۰ Ha < ао) n 2 MEG Oo 
š i 
. CufCu)) S Cof(Cv))*: - (uf(u)) (о Q^ 
[roa >ш TOES CC REA 
jR (S DX ER 


" v utis f(u t уз) — ис v убие а) 
> by BJO cp 
v df(d) - cf(c) 
` In(vf(v)) 二 i ufCv)) 
Е Wis ara) - e) 
u Ы ed 
b (253) 


T (= ES ) "C E ICQ AO) 


T5 yt zu ^(u)* f(v) 


= 2.404) - ef(c) - s 
c Сач уч) 
(< fr ©. 


- =ч 
In(df(4)) = In(cf(c)) ` 
与 题 设 矛盾 ,结论 ( RE. 
Cli ) 同 理 可 证 , E ERR. 


附 ж 


1. 几 何 凹 函数 的 一 个 猜想 的 解决 和 推广 
郑 宁 国 ” 张 小 明 


本 文 完全 解决 文 [14] 中 的 一 个 猜想 ,并 同时 对 其 和 对 本 书 第 六 章 的 定理 
2.4 进行 加 强 . 

引 理 1 KEAN ERIH 上 连续 , 除 有 限 个 点 之 外 ,导数 存在 且 非 正 ， 
JU f EKE H Е. 

证 明 不 妨 设 f 在 (a,5) 上 连续 ,在 (a,c) 和 (c,b5) 上 有 f(z)<0, 则 了 
在 (a,c) 和 (c,6b) 上 分 别 单调 减少 ,而 且 当 x, € (a,c), 2; € Cc b) RE BRN 
АК) 2 fle) > fixi), 

至 此 引 理 1 得 证 . 
319 271 ШЕКЕН ЕХЕ М, х. < z, < zs 为 日 上 的 任 三 
点 , 则 
Flaa) - Fla) ى‎ گ)zو(‎ - Саа) fGn) f(z) 


£,” z, xz," x, X3— X 

引 理 3 (i ) 可 微 函 数 了 在 区 间 妃 上 为 连续 四 函数 的 充分 必要 条 件 为 厂 
(z) 为 单调 递减 ， 

(ii ) 可 微 函 数 了 在 区 间 工 上 为 几何 四 函数 的 充分 必要 条 件 为 EC) 为 音 

结论 ( i ) 可 参考 文 [2] ,结论 (ii ) 可 由 本 书 第 二 章 的 定理 3.1 和 结论 (| ) 
推 得 . 

引 理 4 对 于 引 理 2 中 的 函数 f Mz, zax, ,在 平面 直角 坐标 系 内 ,分 
SIC n ,f(z1)),(z2,f(z2)),(z3,f(z3)), 为 A,B,C 点 ， 

( 1) 车 再 设 f 在 [zx ,x3] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 为 e, 则 


fz) о) -BE fs) |< 2e, 


(ii ) 存 在 半径 可 为 任意 小 的 圆 , 与 线段 AB , BC 都 相 切 , 且 切 点 位 在 圆 的 
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上 半 部 分 . 

(ii JZE( i JF, 4230 AB, BC EMIR E, Е, АРЕС 所 代表 的 函 
数 为 g(z), 则 g (rE х,<х<х, 上 连续 ; 除 Е,Е 二 点 之 外 ,8g"(z) 存 在 且 
非 正 1g(z) 为 凹 函数 . 


证 明 
CO са) 7 B— 2 fG)- 2 ا‎ 
< (f(z) = f(z )|+ | f(z) = Са) - MfG) 


< |fG а) |+ & эзан) - /(х,)|<є+є = 26. 


(1) A,B,C SRAM MAREA TE А,В,С 不 共 线 的 情 
形 , 此 时 由 引 理 2 知 
fiz) - f(x) > F(a) = fin) 


ху — x, a 21 
设 半径 > 为 任意 小 的 正 数 ,线段 AB УВС 夹 角 为 a, 在 AB, BC 上 分 别 设 点 
Е,Е, ЕВ = ВЕ = rot + ,再 分 别 作 EO 垂直 EB, FO 3& BF ,交点 设 为 
O ,不 难 验证 O т сонное 为 切 点 . 设 圆 方程 为 (xz = a)? + 
(yb =r, EERIE y= Vr (а) +b, 其 中 a-r<z<atr， 
此 时 易 证 у < 0, 知 其 切线 的 斜率 单调 递减 ; F k SE PEL у= - 
Vr (2 аў +b, Fk a r< 2< a + r BRL y >0, 知 其 切线 的 斜率 
单调 递增 ;由 (4) 式 知 : 圆 在 E 点 处 切线 的 斜率 大 于 圆 在 F 点 处 切线 的 斜率 ， 
所 以 E,F 若 位 在 圆 的 下 半 部 分 上 ,或 三 位 在 圆 的 下 半 部 分 上 和 下 位 在 圆 的 
上 半 部 分 上 ,E 位 在 圆 的 上 半 部 分 上 和 下 位 在 圆 的 下 半 部 分 上 ,都 是 不 可 能 
的 .至 此 知 切 点 Е,Е 位 在 圆 的 上 半 部 分 . 

(I) E, F 的 横 坐 标 分 别 为 zs, xe, ШЕ AEFC 所 代表 的 函数 为 g 
(z), 由 圆 的 切线 定义 易 知 g(z) 在 зао, ЉТ, Н g (xz) 连续 , 且 
在 zi<z<xze 上 ,gr(z)=0; 在 ze<z<zr 上 ,g(z)=VT -(x-a) +b, 
g'(x)«0,8 zx, « x&z, E, g'(z) -0: SIR 1 A g (rE z, mz 上 
为 单调 递减 ,再 由 引 理 3 知 g(z ) 为 凹 函数 ,证 毕 . 

535 设 了 在 区 间 妃 上 为 连续 凹 函数 , 则 存在 满足 以 于 条 件 的 函数 列 


(4) 
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FAM 

(i) lim f Go) = f(z), 

Cil f^, Ce) TE Ka] H 上 存在 且 连 续 ; 除 有 限 个 点 外 ,都 月 f, (zx) 三 0, 且 
У. (хук H ЕЖ. 

EM 不 妨 设 已 =(- co ,+ о), ERARA n. f EL nin) Е 
致 连续 的 止 函数 ,对 于 任 取 充 分 小 的 正 数 6, ,存在 0, >0, 当 х\,х,Є[-л, 


由 ,zi = zl Se, 时 ,有 17(zi) = f(z < 完成 立 ,再 取 自然 数 m, 充分 


大 ,使 得 如 三 6., 取 点 A, (n +E, f (n 2) ) ise imo 
连结 相 邻 的 Au 得 一 折线 , 相 邻 的 折线 Au ,,„А„,А „А, o AMRA an Ci 


=1,2,…,m 一 1), 仿 引 理 4 EMS Ac.,,A,ALAG o, BI, IAN B, 
Cu ,半径 rw 为 充分 小 ,使 得 相 邻 两 圆 不 相交 , 切 点 Bin, Cin, Bans Cni s 
Bev -bw,Ctn-uv 的 模 坐标 依次 增 大 , 且 „со < EM r < f. 

下 面 来 说 明 f, (e) HEX, FE (= 0, Bi] 上, 矿 (z) 为 射线 Bi,Ao, ,在 
[B,,, Cc. Е, fa Cr) BER B,C, B.C, "В,С, ELO, + 
9) E, f, (х) Cocos ALL S ШЖ n—> + oo,e, 一 0, 相应 得 到 函数 
DAT. 

下 证 ( i ) ER z € R, 存 在 充分 大 自然 nB CL n,n, 若 zE 
[zc ,ras ] 上 , 则 由 O, MM, 的 定义 及 引 理 4 的 ( | ) 知 ， 


LfG) -у.(ж)1< 85 
ESrC( za Bi, U | 
Па) = f(D IKI f(z) = Gu ) ef Ga, ) = f Gn 00. 
HF Cea) - f(z) É } 


e onde 


а, А 
2*2". 人 


所 以 lim,f,(z)=f(z). 至 于 结论 (ii), 可 由 引 理 1、 引 理 3 和 引 理 HER. 
定理 1 REB), + ~)) 上 为 几何 四 函数 , 则 存在 满足 
EET EIS ИС) lim f (x) f(z), 


En 
<Ftra cot 
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(ii) 广 (z) 在 (a,p) 上 存在 且 连 续 ; 除 有 限 个 点 外 ,都 有 f, (с), А. 
z[f.(z)f/.(z) РА)? + f.(z)f/.(z) < 0, 

Cli) AP(z) 在 区 间 (a ,5) 上 为 几何 止 函数 . 

EM 由 本 书 第 二 章 的 定理 3.1 知 Inf Ce" (FE (Ina ,lng) 上 为 上 四 函数 ,由 
引 理 5 知 存在 凹 函数 列 {g,|:2 ,使 得 

Jim g, (z) = Inf(e*), 
Б.С) (па ,ln6) 上 存在 且 连 续 ; 除 有 限 个 点 上 以 外 ,都 有 
g(x) < 0. 
Ж у(х) е" z€ (a,b),n=1,2,-- W 
lim f(z) - Jim ets hn PETE a ania f(z) 
HH 
fx) = (em = lost? g’, (nz), 


故 知 f, (z) 在 (a,b) 上 存在 且 连 续 ; 又 当 zE (a,5) 时 ， 
Inf,(z) = g,(Inz), 
故 当 z€ (Ina,Inb)Bf, 
Inf.(e*) = д„(х), 
所 以 除 有 限 个 点 外 , 当 z€ (Ina ,lnb) 时 ， 
Ра efc», 
в'.ба)= 56») 
_ Def. (е) ве lg enc - (ef. (¢ ))? 
- T à; <0, 
eeLf GOfF GO = ОЛ „(ӨЙ + у, Gf t) < 0, 
所 以 除 有 限 个 点 外 , 当 z€ (a ,5) 时 ,有 
z[f Gf G) = (fF. (z))*] + f Gf GO) <0 ' 
成 立 ;由 引 理 1 和 引 理 3 (i) f, (с) ЛАЧ АЯ. 
XU OU EB (C, + оо) EK JUA Ж, EEN Е 
以 下 条 件 的 函数 列 | .12 ， | = 
(1) lim f. (x) = f(z), 
CIL), CY Ca ,5b) 上 存在 且 连 续 ; 除 有 限 个 点 外 ,都 有 f, EE, E 
z[f.(z)f/.(z) fz) + fr),(z) >0, 


174 ATA ERE 


(ü Jf, Cx) EIS Ca ,5b5) 上 为 几何 凸 函 数 . 

证 明显 然 同 理 于 定理 1 HEN. 

文 [14] 证 明了 这 样 的 一 个 结果 : 设 定义 在 [0,6) 上 的 函数 了 在 (0,5) 上 是 
几何 凸 函 数 ,那么 F(z)= fi f Cr) de 在 (0,5) 也 为 几何 西 的 .并 提出 了 下 面 
一 个 猜想 . 

猜想 : 设 定义 在 [0,5) 上 的 函数 了 在 (0,5) 上 是 几何 四 函数 ,那么 F(z) 
= f fG dt 在 (0,6) 也 为 几何 四 函数 . 

以 下 的 定理 3 不 仅 解决 了 这 个 问题 ,而 且 结果 明显 更 强 . 

定理 3 # ЕЖЕ [а,5)(©[0, + co )) 上 的 函数 /是 (a,5) 上 的 几何 四 
函数 , 则 

F(z) = [ioa 
在 (ae,) 上 是 几何 四 函数 

EM 由 定理 1 知 存在 满足 定理 1 M IVA , 设 F,(z)= 
П C) dt ЕЖЕ F, 在 (a ,6) 上 是 几何 四 函数 . 因 у, 取 值 为 正 ,所 以 Е, Ж 
值 也 为 正 ,由 第 二 章 的 定理 3.1 知 只 要 证 对 于 xuE(a,5), 有 


nU оа Fz) + f(z) fa <o, 


ez f iG) + fz) Far < x * fika y, C77 (5) 


# zof Gn) + f.(za)<0, ЕЖЕ; ЖР z f Gn) + f, (хь) >0, 0 
ЕТЕ) 
VAEN) 
由 引 理 3 的 (i) 知 在 (a ,zx。] 上 ,都 有 
zf (zr) + f.(z) >0. 
在 (a,zo] 上 定义 连续 函数 


>=1, 


xfi) % TP 

G,(z) = EAE A) [ан h 
除 有 限 个 点 外 кабы 
с „= Ptah ff + f) = af Of af 
. Gf. + f. EL 


Lo zh ° feo xU Y + zf. f.) 


GF. + fy 20, 
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由 引 理 1 С, 为 单调 递增 , 且 


xf) = 
Сав) = im s - Га) 20, 


在 (ca,zo] 上 ,G,(z) 二 0,(5) 式 得 证 ,F, (а,Ь) БЕЛЕШ. ХУА F, 
一 F(n 一 +eoo), 由 第 二 章 的 定理 3.2 知 定理 3 得 证 . 

在 引 理 4 的 证 明 过 程 中 ,得 到 了 成 都 大 学 文 家 金 先 生 的 帮助 ,作者 在 此 真 
诚 地 表示 感谢 . 


附 


录 


2. 有 关 几 何 凸 函数 的 几 个 问题 


. 圆 为 几何 凸 集 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 即 : 若 设 e D1,021,0X6,, 


x 
[e 
[a - / (a = cos0, ) (a ~ cos@, ) ]° 


+ [5 - / (5 = sinê, (ê = sinl)  &1, 
成 立 的 与 a,b 有 关 的 充 要 条 件 是 什么 ?( 见 第 四 章 第 二 节 ) 


. 设 a>Y2,00,,0, 三 也 用 人 工 思维 证 明 


[a — / (a = созд, )(a ~ созб,)]* 
+ [a - /(a = sinê, )(a — sinê, J] «1, 
且 满 足 此 不 等 式 的 a 的 最 小 值 为 /2.( 见 第 四 章 第 二 节 ) 


BERASE ,0) 上 为 几何 四 函 数 , 试 给 出 ifla) de 的 一 个 


适合 的 上 界 ( 见 第 六 章 第 四 节 ). 


. 设 0<z,y< 有 , 试 比较 数 > + y 5 2 xy ”的 大 小 (8 的 定义 可 见 


第 五 章 第 四 节 ). 


. 设 一 元 四 次 多 项 式 f(z) = a + a xz + az? + az? + a z WARR 


数 来 表示 f 在 (0, + cp ) 上 是 几何 凸 函数 的 充分 必要 条 件 . 


‹#х,>х,>0,п>1,пЄМ,ҖЖ m,n 满足 什么 充分 必要 条 件 时 ,不 


等 式 [zs + (n Dant ELI >0 对 所 有 满足 条 件 的 实数 z. 
zz 都 成 立 . 


. 设 a,>0(i=1,2,…,n),s= TET minfa, az, an} Ze? 


时 ,有 让 a 二 "成 立 (参考 第 五 章 的 定理 3.1); 当 s210, A laf > 
六 成 立 (参考 第 五 章 定理 4.1 的 证 明 ). 问 能 不 能 找到 一 个 统一 的 条 


HX am 


ШЫ a >". 

8. B п223,а,2/2->0,1=1,2,--, n ВНУ Gr, = a, < Ж 
几何 凸 集 (参考 第 四 章 定理 2.5). 

9. 第 六 章 第 六 节 中 ,有 关 几 何 凸 (四 ) 函数 的 几 个 积分 上 下 界 ,分 别 比较 
大 小 的 问题 . 

10. 能 否 利用 几何 凸 ( 止 ) 函数 积分 上 下 界 ( 第 六 章 定理 4.2 的 前 半 式 除 
外 ) ,构造 一 些 函数 的 单调 性 . 
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